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Células no Cértex Visual Primario

Simples, complexas e hypercomplexas (end-stopped)

(Nobel Prize em Medicina de 1981: D. H. Hubel e T. N. Wiesel "for their
discoveries concerning information processing in the visual system". )
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Modelagem Ens-stopped

Objetivo: encontrar um operador B entre imagens com a propriedade

’ f(x)=fo(d-x), x e Q = Bf|g= O‘ Resposta nula para imagens 1D.

Modelagem linear ndo é apropriada:

f(x)= Zerk'x = Bf =0.
k
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Modelos propostos (Zetsche e Barth)

A indica o operador de Gauss-Weingarten de S = {(x, f(x))}
H o hessiano de f.

felD =— k=detA=0.

> k= mﬁve% n3o & homogéneo
» d = det H ( injetividade relacionada a Monge-Ampere)

v

Amin = min{d1, d2} = menor autovalor de H

v

Clipped eigenvalues

o dmin sed >0
0 c <

Todos gozam da propriedade

| = F((VF)?, Af, det H). |
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Outros modelos

‘ f(x) =fo(d-x) = HJIVf = 0‘ (H tem um O-autovetor!)

Modelos imediatos:

Hf =detH
Sf = (HJVf,Vf)
Tf = (HIVF, JVF).

S3o todos?
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Invariantes diferenciais

Em coordenadas

H=rt—s?
S =pq(t—r)+s(p* - q°)
T = ¢°r — 2pgs + p°t
Variaveis p, g, r,s, t com valores
of of 0*f
= ) = — r = 5
P=ox 1 Ay Ox?

Existe um polinémio / :

Be{H, S, T}

|Bf(x,y) = 1(x,y,f,p, 1,5, ),
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Invariantes diferenciais

Invariantes diferenciais de segunda ordem de SO(2)

A funcdo | : R® — R é especial.

)T =R(x,y)7,
:u,
=R(p,q)",

i
T
)= D)er
s t
Valores de /| ndo dependem do sistema de coordenadas no plano

cartesiano.
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Invariantes diferenciais

Classificagdo dos modelos de segunda ordem admissiveis

Theorem
Seja f — Bf um operador definido por

Bf(x) = I(x.f,p,q,r,s, t).
1. Sel:R® — C é um invariante diferencial de SO(2) entdo
Bf(x) = F(x*, f,xVf,(VF)? Af,H,5,T);

2. Se, além disso, B é end-stopped e F é de classe C', existem
invariantes A; de SO(2) tais que

|Bf = A1S+ A T + AsH;

3. Se | é um polinémio ent3o F, A1, Az, As sdo polinémios.
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Invariantes diferenciais

Algebra Geométrica do Plano

A algebra é gerada por {1, e;, e, j} com relacBes

ef=es=1
ele; = —ee; =

Os vetores do plano correspondem aos elementos xe; + ye;
Os nameros complexos correspondem aos elementos x + y j

Para x e y vetores:

Produto escalar : 2 (x,y) = xy + yx
Produto exterior: 2x Ay = xy — yx
Produto geométrico: xy = (x,y) + XAy

Em coordenadas:

of  of of  Of
f pu— —_— - ]
xV X8x+y8y+(xay yfax)J
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Operadores exatos

|Bf = A1S+ Ay T + AsH;

Que operador escolher?

v

Simplicidade: H,S, T7?
Homogenia: B(Af) = \Bf ?
Exatiddo: Bf|q =0 = f|q € 1D?

v

v

v

H,S, T n3o sdo exatos;

| 2
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Quanto de f & codificadoem [ =S + Tj?
Seja f(t) = f(y(t)) e n(t) := VI(y(t)) entdo

{f’Z (VF,y") =)

n = Hy'.

e o = (Hn,%) + (HIn,%)j.

da ortogonalidade de n e Jy
U S S T
n n n n

Dai

[P0 = (20U + S§) + (In,7)(S + Ti). |

U= (HVf,Vf)
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As curvas 7y sdo os zero-crossings do laplaciano da imagem

“Uma imagem fica determinada pelo conjunto de zero-crossings de seu
laplaciano mais suas inclinagdes ao longo desse conjunto.” (D. Marr)

Simbolicamente:
Z(f) = Zeros-crossings de f = {x|f(x) =0 e Vf(x) # 0} :

{Z(Af) = Z(0g) = Z

= f=g.
Vf|z = Vgl|z (orig. incl. Af) €

Proposicdo
Seja f : E — R uma imagem e vy : | — E um zero-crossing de Au com

~v(0) = 0. Se f ndo tem pontos criticos sobre o traco de y entdo
t — n(t) := VF(y(t)) é a dnica solugio de

wn =T~'nj
no = V(7).
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As curvas 7y sdo as arestas da imagem

E(f) = arestas Haralick de f :

E(f)=E(g) = E —> f = g, perceptualmente (S. Mallat).
Vf‘E = Vg|E
Proposicdo

Seja f : E — R uma imagem, v : | — E uma aresta de f com v(0) = 7.
Entdo t — n(t) := Vu(v(t)) é a dnica solugdo de

Py =SvYnj+ TnAy
no = Vu(yo).
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A Equacio diferencial [, = 0 + 7] em coordenadas

Oudu,0?u  0?u 0u ,0u®  9u?
oxay oy o) T axdy\ox "y )
0Py ouou Dy oty __
Oy 0x? Ox Oy Oxdy = Ox Oy?

=0

Sistema superdeterminado de PDE = existéncia de equacdes de
compatibilidade

Proposicao
Ha exatemente cinco equacées de compatibilidade, F = G =L =M =
N =0, e elas dependem somente de x,y,du/0x,du/dy.
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Theorem
Seja o + Tj uma fungdo suave. Suponha que em (Xg,M0),

o(F, G)
a(p,q)
E seja x — n(x) definida implicitamente por F(x,n) = G(x,n) =0,

1o = 1(x0). Suponha que as identidades L = M = N = 0 valem ao longo
do gréfico de n. Ento

F=G=0, pF,+qFq#0,

£0

[L,=04+7T]
u(xo) = uo (2)
Vu(xo) = 1o

possui uma (nica solucdo em alguma vizinhanga de xo; a solugcdo é suave

Vu=n
{u( )= uo. ©)

e satisfaz
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Unicidade da representacdo por I

Theorem

Sejam f e g imagens definidas em um conjunto aberto e conexo Q, com
lr=Tg eF, G como anteriormente. Se O(F, G)/9(p, q) ndo se anula no
grafico G = {(x,Vu(x)); x € Q}, entdo u(xp) = v(xo) e

Vu(xo) = Vv(xg) para algum xo em Q implica f = g.

Example
As (nicas funcdes com T = —6x*y and S = 4x3y? — 2x° sdo
u(x,y) = x?y + k, em que k & uma constante.
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Invariantes diferenciais Operadores exatos operador [ Simulagdo numérica

Simulacdo

Zt 2 3 A b Axes Gid Autoscole Zt 2 3 A b Axes Gid Autoscole Ze 2 4 A b Mes Gid Auoscle

FleEdt_Help FleEat_Help Fle Edt_Help
S 7+ 7 & A b Awes Grid Aoscale 5 7t 7 & A b Axes Grd Auoscale S 7t 7 & A b Axes Gid Auoscale
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Simulagdo numérica

Simulacdo

5 7r 7 % Ab b s Gid Autoscale © z+ 2 4 A L Mes Gid Auoscle © z+ 2 4 A L Mes Gid Auoscle

5 7t 7z b A b Axes Grd Auoscale 5 7t 7 & A b Axes Grd Auoscale S 7t 7 & A b Axes Gid Auoscale

b o e e ey off e ()



Simulagdo numérica

Equacdes da simulacio

Minimize um funcional de Lagrange para n = (p, q):

Lp.a) = 5 Do [(Rag

Ri=(@e8) -7 K= (0t -0 R=wotn o= (2 ¥)
ax qy

al1Pxx + 3Py = alaPxy + Y9y + BP(1, Q)
a1 G + %Gy = a150x + VP — 521, Q)

Ganho: Sistema quasilinear fortemente eliptico.
Perda: N3o tem solugdo anica.
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Simulagdo numérica

Obrigado ao Luiz Velho!

Obrigado a todos!
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