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2. Descricao do Curso
2.1 Introducao

Aquisic¢do e reconstrucao de sinais estdo no centro de processamento de sinais, e teoremas
de amostragem promovem a ponte entre os dominios continuos e discretos. O principal
teorema que estabelece um limite para a taxa de amostragem de um sinal garantindo sua
reconstrucdo € o teorema de Shannon-Nyquist para sinais de banda limitada.

Observa-se, entretanto, que o limite de Nyquist considera o pior caso e nao leva em
conta a compressibilidade da informagdo. Cameras digitais comuns, por exemplo, cap-
turam um grande nimero de amostras (i.e., da ordem de mega-pixels), mas apenas ar-
mazenam uma versdo comprimida da imagem no formato JPEG. Portanto, este procedi-
mento, assim como a maioria dos métodos usados para compressao de dados, desperdica
a maior porcentagem dos dados adquiridos.

Neste contexto, surge um novo paradigma que contraria 0s canones usuais em aquisi¢ao
de dados. A teoria de “Compressive Sensing” (CS) assegura que € possivel recuperar
sinais esparsos a partir de um nimero bem menor de amostras que as necessarias nos
metodos classicos, e usa para isto protocolos de sensoriamento ndo-adaptativos.

Além de ser um tema recente que tem causado grande impacto na comunidade cientifica
por representar uma quebra de paradigma na area de amostragem e aquisi¢ao de dados,
a teoria se torna interessante na medida em que envolve ferramentas matematicas impor-
tantes e nogdes de aquisi¢ao, compressao, reducao de dimensionalidade e otimizacao.

Como a teoria em questdo € muito nova, ela ainda ndo tem uma denominagao defini-
tiva estabelecida. De fato, os pesquisadores da drea usam os termos “Compressive Sens-
ing” e “Compressible Sampling” de maneira intercambidvel. Por esse motivo, decidimos
nao traduzir o titulo do curso e, assim adotar a expressao “Compressive Sensing” em
inglés, a qual nos parece mais apropriada. Nessa proposta, vamos utilizar tambem a
abreviacao “CS” para designar o tema.

2.2 Objetivos

O curso € direcionado para alunos e pesquisadores de Matematica Aplicada que tém in-
teresse em processamento de imagens, representacio e reconstrugcdo de sinais, otimizag¢ao
e compressao de dados.

O objetivo € fazer uma exposi¢do dos fundamentos de CS que podera ser usada como
guia bibliogréfico para aqueles que se iniciam nesta drea. Assim, a importancia deste
trabalho estd na introdu¢do do estudo de CS para a comunidade académica e no estimulo
a novos projetos de pesquisa relacionados.



2.3 Conteudo

Apods uma breve motivagdo a técnica de CS, o curso inicia expondo os métodos cldssicos
para compressao de imagens que utilizam o paradigma de amostragem seguido de com-
pressdao. Sao estudados métodos que utilizam transformadas (como a DCT e DWT) na
tentativa de explorar a redundéancia de sinais naturais para mapear os dados em coefi-
cientes menos correlacionados e, portanto, esparsos.

Crescendo em niveis de abstracdo, este modelo de compressao € relacionado a métodos
de representacdo e reconstru¢ao de sinais, que sao entdo estudados com um enfoque es-
pecial a teoria de aproximagao.

Com estas primeiras analises, fica estabelecido o embasamento para a investigacao da
sub-amostragem. Entretanto, antes de expor os teoremas fundamentais de CS, € realizado
um esforco para justificar intuitivamente a combinacdo do sensoriamento € compressao
de dados em um unica formulagao.

A idéia envolve explorar a esparsidade de sinais naturais e substituir a amostragem
pontual por medi¢des lineares genéricas. Assim, a informag¢do adquirida encontra-se em
um dominio incoerente ao dominio no qual o sinal é esparso e a reconstrugdo € feita a
partir de um algoritmo de otimiza¢@o convexa que minimiza a norma [;.

A partir da defini¢cdo do algoritmo de reconstrucdo, busca-se estabelecer as carac-
teristicas que devem ser impostas ao modelo de aquisi¢ao de dados para garantir um bom
desempenho. Assim, sdo definidos alguns parametros e expostos uma série de teoremas
que avaliam CS em diferentes contextos.

O curso encerra com exemplos de aplicacdes em compressao de imagens, onde sdo
utilizados como ilustragdes resultados obtidos pelos autores. S@o também discutidos os
recentes projetos que vém sendo desenvolvidos na drea.



3. Distribuicao dos Capitulos
3.1 Introducao

Este capitulo discute as técnicas usuais de amostragem, como o critério de Nyquist e suas
principais restrigdes, abrindo o caminho para a motivacao de CS.
O capitulo introdutdrio apresenta uma visao geral da drea, complementada por uma
breve cronologia da pesquisa em CS e exemplos recentes de resultados e suas aplicagdes.
Serdo também expostos 0s objetivos e a organizacao do material.

3.2 Compressao de Imagens

Este capitulo introduz a codificac¢io por transformada e apresenta os trés passos essenciais
para compressao de imagens:

e Representacio - para exemplificar sdo descritas:

— Transformada de Karhunen-Lo¢ve (KLT)
— Transformada do Coseno Discreta (DCT)
— Transformada Wavelet Discreta (DWT)

e Quantizagao - para exemplificar sdo descritas:

— Quantizagao Escalar

— Quantizagao Vetorial
e Codificacdo - para exemplificar sdo descritos:

— Codigo Huffman

— Cdédigo Aritmético

Em seguida, sdo analisados dois dos principais padroes de compressao (JPEG e JPEG2000)
e sdo estudadas classificacdes para as técnicas de compressao (com x sem perdas e lineares X nao-
lineares).

3.3 Representacao de Sinais

Neste capitulo sao descritos diferentes métodos de representacdo e reconstrugdo de sinais.
Inicialmente, € feito um paralelo entre o processo de compressdo e o problema de modi-
ficar a representacao de sinais.

Sao abordados modelos de decomposicdo de sinais baseados em:

e Bases

o Frames



e, a partir destes conceitos, sdo analisadas a amostragem, a sub-amostragem e a super-
amostragem.
Por altimo, sdo apresentados alguns aspectos da teoria de aproximacao:

e Aproximagdo em uma base linear
e Aproximag¢do em diciondrios super-completos:

— Basis Pursuits

— Matching Pursuits

3.4 CS: Uma Visao Geral

Neste capitulo sdo estudados os principais conceitos envolvidos em CS. Entre os topicos
discutidos incluem-se:

e descricao algébrica do problema de sub-amostragem
e relacdo entre esparsidade e a norma [y

e algoritmo de reconstrucao baseado em otimizacdo convexa

E exposto o problema que inicialmente motivou a elaboragdo desta teoria e, também,
suas relacdes com estudos anteriores.

Encerra-se este capitulo enunciando o primeiro resultado obtido (Fourier Sampling
Theorem [14]) e questionando possiveis extensdes para 0 mesmo.

3.5 CS: Resultados Teoricos

Este capitulo investiga os principais teoremas e definicdes de CS e apresenta a intui¢ao
matematica para justifica-los. As principais defini¢des sdo:

e Incoeréncia
e Constante de Isometria Restrita (RIP)

e, baseado nelas, sdo estabelecidos limites para a aplicacdo da teoria.
Sao estudados resultados em dois contextos:

e CS Basico - apresenta a teoria que estipula limites para a reconstru¢do de sinais em
condig¢des ideais.

e CS Robusto - expansdo da abordagem anterior para possibilitar aplicagdes de CS
em contextos onde o sinal € apenas aproximadamente esparso ou as medi¢des sdo
corrompidas por ruido.

Por ser um curso introdutério, ndo fazem parte do escopo demonstracdes formais dos
teoremas.



3.6 Aplicacoes em Compressao de Imagens

A teoria de CS € ilustrada neste capitulo a partir de resultados obtidos pelos autores. As
medidas sdo feitas por noiselets e sdo utilizadas:

e imagens esparsas no dominio da DCT e da DWT

e imagens naturais (apenas aproximadamente esparsas), onde esparsidade € assumida
no dominio da DCT e da DWT

e medic¢Oes ruidosas de imagens esparsas no dominio DW'T

e medi¢Oes quantizadas de imagens naturais e esparsas no dominio DWT

3.7 Discussao

Neste capitulo, o desempenho de CS € analisado em diversas conjunturas e comparado
com técnicas padroes de compressdo de imagens.

Sao discutidas novas aplicacdes e expostos os recentes trabalhos publicados na area e
referéncias bibliogréficas.
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