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Resumo

Braga, Otávio; Gattass, Marcelo; Carvalho, Paulo Cezar Pinto.
Uma Arquitetura para Śıntese de Imagens Fotorrealistas
baseada em Técnicas de Monte Carlo. Rio de Janeiro, 2006.
85p. Dissertação de Mestrado — Departamento de Informática,
Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Um dos principais objetivos da computação gráfica é a geração de imagens

fotorrealistas, ou seja, imagens indistingúıveis das de uma capturada por

uma câmera real ou, mais ambiciosamente, imagens que provocam a mesma

sensação no sistema visual de um observador quando olhando diretamente

para uma cena. Aplicações incluem o projeto de iluminação, a arquitetura,

a realidade virtual e a indústria do cinema.

Esse trabalho apresenta a arquitetura de um sistema capaz de resolver, por

técnicas de Monte Carlo, a equação do transporte da luz, essencialmente

uma aproximação das equações de Maxwell para ótica geométrica.

Além de ser um renderer funcional, o sistema é implementado na forma

de um framework em cima do qual pode-se facilmente experimentar idéias

na área de śıntese de imagens fotorrealistas, como, por exemplo, diferentes

materiais, geometrias, estruturas de aceleração e estratégias de integração.

Palavras–chave
Computação Gráfica. Fotorrealismo. Iluminação Global. Ray

Tracing. Monte Carlo.



Abstract

Braga, Otávio; Gattass, Marcelo; Carvalho, Paulo Cezar Pinto. An
Architecture for Photorealistic Image Synthesis based on
Monte Carlo Techniques. Rio de Janeiro, 2006. 85p. MSc Thesis
— Department of Informática, Pontif́ıcia Universidade Católica do
Rio de Janeiro.

One of the main goals in computer graphics is to create photorealistic

images, that is, images indistinguishable from the ones captured by a real

camera, or, more ambitiously, images that cause the same sensation on the

visual system of an observer looking directly at a scene. Applications include

illumination design, architecture, virtual reality and the movie industry.

This work presents the architecture of a renderer that solves by Monte

Carlo techniques the light transport equation, essentially a geometric optics

approximation of Maxwell’s equations.

The system is not only a functional renderer but also a framework where

we can easily experiment new ideas in photorealistic image synthesis,

such as new materials, geometries, acceleration structures and integration

techniques.

Keywords
Computer Graphics. Photorealism. Global Illumination. Ray

Tracing. Monte Carlo.
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Aqueles que se enamoram da prática sem cui-
dar da ciência são como o timoneiro que em-
barca sem leme nem bússola. Jamais saberá
com certeza para onde vai.

Leonardo da Vinci



1
Introdução

Esta dissertação é sobre a geração de imagens realistas, então, antes

de levantarmos as questões que afetam o grau de realismo de uma imagem,

precisamos definir o que é fotorrealismo.

Freqüentemente, em um esṕırito semelhante ao teste de Turing para inte-

ligência artificial (Turing 50), definimos uma imagem como sendo fotorrealista

se um observador humano não for capaz de dizer se a imagem foi gerada no

computador ou se foi capturada com uma câmera do mundo “real”. Embora

razoável, essa definição restringe a classe das imagens que gostaŕıamos de po-

der chamar de fotorrealistas. Por exemplo, imagens de um dinossauro extinto

há 65 milhões de anos perseguindo humanos nos dias de hoje certamente não

passariam nesse teste, embora a maioria das pessoas considere extremamente

realistas as imagens dos dinossauros nos filmes de Spielberg. Uma tentativa

de definição que englobasse situações como essa certamente nos levaria para

bem longe de nossos objetivos. Então vamos deixar em aberto essa noção mais

ampla de fotorrealismo e manter o sentido mais restrito presente em nossa de-

finição original para servir como guia em nossa busca pela geração de imagens

realistas.

Com um problema definido podemos seguir em frente tentando resolvê-lo.

A computação gráfica certamente não é a primeira a enfrentar esse problema.

Durante a Renascença, artistas, ao que parece começando com Brunelleschi,

descobriram as leis matemáticas da perspectiva que descrevem como os objetos

parecem diminuir de tamanho à medida que se distanciam de nós. Aplicando

essas regras na realização de suas pinturas, conseguiram criar a ilusão de

profundidade com uma exatidão nunca antes vista. Artistas renascentistas

exploravam os mistérios da natureza como, acima de tudo, um meio de adquirir

conhecimento sobre o mundo viśıvel que mais tarde poderia ser usado em sua

arte.

Em nosso caso, podemos adotar uma atitude semelhante. Podemos

estudar como acontece a formação de imagens (como uma fotografia) no mundo

real para, em seguinda, tentar sistematizar esse conhecimento e simular o

processo no computador. Por mundo “real”, questões metaf́ısicas à parte,
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queremos dizer a descrição do mundo segundo teorias e leis cient́ıficas. Em

particular, estamos interessados em teorias que expliquem a nossa capacidade

de ver o mundo que nos cerca, o que nos leva naturalmente a teorias que

descrevem a natureza da luz.

1.1
A natureza da luz

Os filósofos gregos já buscavam explicações para o sentido da visão.

Empédocles, que viveu aproximadamente entre 490 e 430 A.C., especulou que

a visão era resultado de emanações vindas de uma chama interna aos nossos

olhos, criações da divina Afrodite. Como isso não explicava porque não somos

capazes de ver à noite, postulou que essas emanações iam também na outra

direção, dos objetos para nossos olhos, e a visão era resultado de uma interação

das duas. Em um dos diálogos de Platão, Mênon, vemos Sócrates ensinando

as idéias de Empédocles de que há certas efluências das coisas e poros de

vários tamanhos correspondentes aos tamanhos das efluências, e que cor é a

efluência das formas correspondendo aos tamanhos dos poros dos olhos. Os

demais sentidos também podiam ser explicados dessa forma.

Com a decadência das civilizações grega e romana, o Ocidente viu poucos

progressos na ciência durante os séculos que se seguiram. Nesse peŕıodo, as

maiores conquistas cient́ıficas vieram do mundo árabe. Nascido por volta de

965 D.C., o cientista1 persa Ibn al-Haytham (Alhazen pela versão latinizada

de seu nome) fez várias descobertas importantes no campo da ótica. Entre

as suas inúmeras investigações, que incluem a formulação completa da lei

da reflexão, conhecida em parte desde os tempos de Euclides, estudos sobre

espelhos esféricos, ciĺındricos e cônicos, e a menção do uso de uma câmera

escura, devemos destacar a primeira explicação correta para a visão. Concluiu

que a visão era resultado da luz, para ele minúsculas part́ıculas viajando em

linha reta, originada de uma fonte, como o Sol ou uma fogueira, refletindo nos

objetos e atingindo nossos olhos.

O próximo passo significativo viria somente no século XVII, um peŕıodo

fascinante para a ciência em geral e, em particular, para a ótica. Foi a invenção

do telescópio no ińıcio do século que permitiu que Galileu, aprimorando a cons-

trução do instrumento, descobrisse que havia outros corpos que, como peque-

nos planetas, orbitavam Júpiter. Como imaginara Copérnico e contradizendo

o modelo Ptolomaico amplamente aceito na época, a Terra não era o centro

do universo.

1E aqui podemos usar o sentido moderno da palavra, já que seu trabalho mais impor-
tante, Kitab al-Manazir, sobre ótica, deixa claro que suas investigações serão baseadas em
evidências experimentais em vez de somente em teorias abstratas.
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Johannes Kepler, que estudara os trabalhos de Alhazen, além de seu

trabalho mais famoso sobre o movimento planetário, fez também grandes

contribuições para a ótica no ińıcio do século, incluindo as primeiras explicações

corretas para o funcionamento da câmera escura e do olho humano, onde uma

imagem invertida era formada na retina. Também descobriu a reflexão total

interna e a aproximação para pequenos ângulos da lei da refração.

Lei da refração que já havia sido descoberta em sua forma completa

anos antes pelo inglês Thomas Harriot. Entretanto, Harriot não publicou sua

descoberta. Em 1621, 20 anos depois, Willebrord Snell redescobriu a lei que,

ironicamente, leva hoje o seu nome, apesar de só ter sido publicada pela

primeira vez por René Descartes, em La Dioptrique, inclúıda em seu Discurso

sobre o Método, de 1637. Descartes começa La Dioptrique com o discurso De

la lumière, onde propõe uma explicação para a natureza da luz em cima da

qual baseia a lei da refração, exposta no discurso seguinte. Descartes, que

se recusava a aceitar a existência do vácuo, descreve a luz como nada mais

que um certo movimento que passa para nossos olhos através do ar e outros

corpos transparentes, assim como a resistência de uma bengala é transmitida

instantâneamente para as mãos de um cego ao atingir um objeto. Mais tarde,

descartando a explicação de Descartes, Pierre de Fermat derivou a lei da

refração partindo de seu prinćıpio do tempo mı́nimo, segundo o qual a luz

move-se de um ponto a outro percorrendo o caminho onde leva menos tempo.

O século XVII também veria o surgimento de um longo conflito entre duas

teorias que tentavam explicar o comportamento da luz: a teoria corpuscular

e a ondulatória. No mesmo ano da morte de Galileu, em 1642, nasceu Isaac

Newton. Segundo Newton, a luz era composta de pequenas part́ıculas e, com

seus famosos experimentos sobre dispersão, concluiu que a luz branca não

era pura, como se acreditava na época, mas composta pela combinação das

diferentes cores.

Ao mesmo tempo surgia outra explicação para a natureza da luz. Efeitos

do fenômeno da difração foram observados pela primeira vez por Grimaldi

e, mais tarde, pelo inglês Robert Hooke. Hooke tentou explicá-los propondo

que a luz era um movimento vibratório rápido do meio onde se propagava com

alt́ıssima velocidade e que cada pulso de vibração de um corpo luminoso gerava

uma esfera. Nascia a teoria ondulatória da luz. No continente, Christiann

Huygens foi capaz de derivar as leis da reflexão e da refração com base

nessa teoria. Embora a teoria corpuscular tivesse dificuldades em explicar

a difração, talvez pela falta de evidências experimentais mais contundentes,

ou, mais provavelmente, pela reputação de Newton, a teoria ondulatória foi

negligenciada por grande parte dos cientista no século XVIII, com exceção
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notável do matemático Leonhard Euler.

O modelo ondulatório só voltaria a receber atenção no ińıcio do século

XIX, quando, perante os membros da Royal Society, Thomas Young demons-

trou evidências do fenômeno da interferência que, na época, não podiam ser

explicados pelo modelo corpuscular. Desconhecendo os trabalhos de Young,

Augustin Jean Fresnel, na França, retomou o interesse pela teoria ondulatória,

fornecendo um tratamento matemático rigoroso para explicar o fenômeno da

difração. Fresnel também foi capaz de explicar a propagação retiĺınea da luz

com base nesse modelo, falha que tinha sido uma das razões mais fortes de

Newton para recusar a teoria ondulatória. O golpe de misericórdia na teoria

corpuscular veio em 1850, quando, contradizendo as previsões da teoria de

Newton, Jean Foucault conduziu experimentos que o levaram a concluir que a

velocidade da luz nos ĺıquidos era menor que no ar. Os últimos seguidores de

Newton tiveram que ceder.

Mas a consagração final da teoria ondulatória ainda estava por vir. No

século XIX, em paralelo à ótica se desenvolvia a eletricidade e o magnetismo.

James Clerk Maxwell, em 1864, estendeu e resumiu em um conjunto de

equações todo o conhecimento emṕırico que havia sido acumulado sobre

eletromagnetismo. Partindo dessas equações, de maneira puramente teórica

foi capaz de prever que o campo eletromagnético poderia se propagar na

forma de ondas transversais. A velocidade de propagação era expressa por

constantes que dependiam somente de propriedades elétricas e magnéticas

do meio. Substituindo os valores conhecidos na época na expressão para a

velocidade da onda chegou a um resultado surpreendentemente próximo à

velocidade da luz. Então concluiu que, como a velocidade era tão próxima à

da luz, t́ınhamos fortes razões para crer que a luz era uma onda desse tipo. A

verificação experimental da previsão de Maxwell viria anos mais tarde quando,

em 1888, o f́ısico alemão Heinrich Rudolf Hertz foi capaz de gerar e detectar

ondas eletromagnéticas.

No entanto, a teoria eletromagnética da luz ainda encontrava algumas

dificuldades. A principal era uma aparente contradição entre a previsão da

teoria de Maxwell de que a luz deveria se deslocar em uma velocidade fixa

com o prinćıpio presente na mecânica de Galileu e Newton de que não existem

referenciais inerciais privilegiados para descrevermos as leis da natureza. Em

1905, com a introdução de sua teoria especial da relatividade, Einstein foi

capaz de fornecer uma explicação para essa aparente contradição abandonando

a idéia de tempo absoluto herdada da mecânica de Newton.

Uma segunda dificuldade da teoria eletromagnética da luz era em explicar

a emissão de elétrons por um metal quando exposto à luz. Esse fenômeno,
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o chamado efeito fotoelétrico, fora observado pela primeira vez também por

Hertz. Uma explicação para o efeito fotoelétrico viria também de Einstein, em

1905, mesmo ano em que propôs sua teoria especial da relatividade. Baseando

sua explicação no conceito de quantização introduzido por Planck para explicar

a distribuição da radiação emitida por um corpo negro, Einstein propôs que,

de certo modo, t́ınhamos que retomar a idéia de Newton de que a luz se

comportava como um feixe de part́ıculas, chamadas fótons, e que a cada fóton

estava associada uma energia E = hf , onde h é a constante de Planck e f a

freqüência da radiação.

Essa natureza dual da luz, que ora se comportava como uma onda e ora

como uma corrente de fótons, foi formulada apropriadamente nos anos que

seguiram, com o desenvolvimento da f́ısica quântica, mais notavelmente, por

f́ısicos como Bohr, Heisenberg, Schrödinger, Dirac e Feynman.

1.2
Modelos para a luz

O histórico que acabamos de fazer nos fornece basicamente 3 modelos

para representar a luz: a ótica geométrica, o modelo ondulatório e a ótica

quântica. Embora o modelo quântico seja o mais geral e com apenas ele se-

jamos capazes de explicar todos os fenômenos capturados pelos outros dois

modelos, é útil termos a liberdade de poder alternar entre os 3 ńıveis de abs-

tração e escolher o modelo mais adequado para cada problema que estamos

querendo resolver. E, mais ainda, como estamos apenas interessados no resul-

tado final da simulação, estamos livres para combinar à vontade em nossos mo-

delos caracteŕısticas das 3 teorias. Essa liberdade também nos permite impor

comportamentos explicados por um modelo mais completo a uma simulação

baseada em uma teoria mais simples. Por exemplo, podemos estudar as pro-

priedades de reflexão de um certo material com base na teoria eletromagnética

para a luz e impor o comportamento previsto em uma simulação que ocorre

em um ńıvel de abstração mais alto baseada na ótica geométrica.

Como é comum na computação gráfica, a discussão nessa dissertação será

centrada na ótica geométrica, onde o modelo mental que adotamos é o da luz

viajando como um feixe de part́ıculas que se propagam como raios em linha

reta e interagem com o meio segundo regras puramente geométricas. Com esse

modelo somos capazes de descrever os fenômenos que explicam em grande

parte a aparência do mundo que nos cerca: emissão, reflexão e transmissão,

difusas ou especulares, e absorção.
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1.3
Aplicações

Definido o que é fotorrealismo e como iremos proceder para tentar gerar

imagens realistas, resta dizermos o porquê. Não é dif́ıcil imaginarmos inúmeras

aplicações.

Sem dúvida, uma das principais motivações para o desenvolvimento

do fotorrealismo na computação gráfica foi e continua sendo a indústria do

cinema. A formulação correta da propagação da luz é importante tanto para

a criação por completo de seqüências concebidas somente na imaginação dos

diretores, quanto para a criação de elementos virtuais que serão combinados

com filmagens reais, onde uma iluminacão consistente é fundamental.

Arquitetos podem, por exemplo, verificar como a cor de uma parede ou o

posicionamento de uma janela influencia a iluminação de uma sala, examinar

a aparência exterior de um prédio ou do interior de um ambiente durante o

dia, à tarde, à noite, sob diferentes condições atmosféricas, etc. . . Enfim, têm

a seu dispor uma ferramenta que os torna capazes de visualizar seus trabalhos

antes de terem sido constrúıdos.

Em situações onde deseja-se criar a ilusão de imersão em um ambiente

real, como em simuladores de vôo, por exemplo, uma representação realista

do mundo é essencial. Em simuladores, assim como em jogos, a interatividade

deve ser priorizada em detrimento do realismo, o que limita consideravelmente

a sofisticação dos algoritmos que podem ser usados. Apesar disso, avanços no

hardware gráfico vêm reduzindo em um ritmo acelerado essa limitação.

1.4
Histórico do fotorrealismo na computação gráfica

Desde o ińıcio da computação gráfica, foi percebido o seu potencial para

gerar imagens parecidas com fotografias. Uma das principais motivações era

a construção de simuladores de vôo, mas, devido a limitações tecnológicas,

a exigência de interatividade limitava consideravelmente a sofisticação das

técnicas que podiam ser empregadas. Removida a restrição de interatividade,

como na geração de seqüências de animação, por exemplo, os algoritmos

passaram a poder gastar mais tempo tentando aumentar o grau de realismo.

Mesmo assim, a maior parte das técnicas desenvolvidas eram essencialmente

coleções de truques que tentavam obter determinados efeitos, como o modelo

de iluminação de Phong (Phong 75), que tentava simular o realce em volta

da direção de reflexão especular que observamos em materiais como plástico.

Desse peŕıodo, que cobre principalmente a década de 70, herdamos técnicas

como o shading de Gouraud (Gouraud 71) e Phong (Phong 75), mapeamento
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de textura (Catmull 74) e outras técnicas relacionadas, como bump mapping

(Blinn 78) e environment mapping (Blinn & Newell 76).

Nos anos 80, surgiram dois algoritmos que revolucionariam nos anos

seguintes a śıntese de imagens: o algoritmo de traçado de raios e o de

radiosidade. O primeiro usava técnicas de amostragem pontual e, o segundo,

métodos de elementos finitos.

Introduzido por Turner Whitted em 1980 (Whitted 80), o algoritmo de

traçado de raios estendia os modelos de iluminação local como o de Phong

para também considerar parte da iluminação indireta que atingia um objeto.

Passava a considerar não apenas a luz que vinha diretamente das fontes para

interagir com um objeto e, em seguida, ser refletida para os olhos de um

observador, mas também a luz vinda de uma fonte que, antes de atingir o objeto

e ser refletida para um observador sofria um número de reflexões especulares e

refrações nos demais objetos da cena. Com o lançamento de um raio ficava fácil

também determinar se um ponto estava em sombra em relação a uma fonte de

luz pontual. Partindo do olho do observador e gerando recursivamente raios

refletidos e refratados, o algoritmo empregava as mesmas técnicas que já eram

usadas há séculos na ótica para estudar o comportamento de sistemas óticos

compostos por espelhos e lentes.

Em seguida, o algoritmo foi estendido consideravelmente em

(Cook et al. 84). Reconhecendo que a intensidade da luz refletida em um

ponto sobre uma superf́ıcie podia ser descrita por uma intregral acima da

superf́ıcie do produto de uma função de iluminação incidente com uma função

que descrevia a reflexão da superf́ıcie, aplicaram técnicas de amostragem

aleatória para avaliar essa integral. Por exemplo, para a iluminação direta,

distribuindo raios na direção de pontos amostrados sobre uma fonte de luz

eram capazes de capturar regiões de penumbra. Os raios secundários, que no

modelo de Whitted eram gerados somente na direção de reflexão especular,

agora podiam ser gerados segundo essa função de reflexão distribúıda em torno

da direção de reflexão especular. E o mesmo valia para a refração, fornecendo

um método para capturar a aparência de materiais translúcidos. Mais ainda,

a técnica não se restringia a calcular a função de iluminação. Podia também

ser aplicada para distribuir raios ao longo do tempo, o que geraria motion

blur, podia ser aplicada para se distribuir raios na direção da abertura de

uma lente, que, em seguida, seriam refratados segundo uma aproximação

para lentes delgadas e causaria o efeito da profundidade de campo. Enfim,

reconhecendo que a intensidade de um pixel era resultado de uma série de

integrais aninhadas (ao longo do tempo, sobre sua área, sobre a superf́ıcie

da lente), o método estendia-se de maneira uniforme para obter uma série
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de efeitos. No entanto, a falha principal do algoritmo era não ser capaz de

capturar a aparência da inter-reflexão entre as superf́ıcies, já que a reflexão

e a transmissão eram tratadas apenas como uma distribuição em torno das

direções especulares.

Falha que era justamente o problema que o algoritmo de radiosidade

se propunha a resolver parcialmente. Partindo do prinćıpio de que a maior

parte dos ambientes reflete luz de maneira difusa, em 1984 (Goral et al. 84)

apresentou o algoritmo de radiosidade para calcular a troca de energia entre

superf́ıcies difusas. Baseado em métodos de elementos finitos que já eram

usados em problemas semelhantes na área de transferência de calor, o algoritmo

de radiosidade assume que a cena é composta por um grande número de

pequenos elementos idealmente difusos e resolve uma equação matricial para

determinar a quantidade de luz atingindo cada elemento. Nos anos seguintes, o

algoritmo de radiosidade recebeu ampla atenção e foi o foco de muita pesquisa.

Inicialmente, a atenção voltou-se principalmente para a aceleração do cálculo

da solução do sistema de equações lineares em que se traduzia a formulação

do problema. Mais tarde, para a geração adaptativa de malhas que melhor

expressassem a distribuição da energia, de modo que fossem capazes de, por

exemplo, capturar detalhes que seriam perdidos em uma malha inicial grosseira

ou, no limite, para a geração de malhas que fossem capazes de capturar

descontinuidades na iluminação, como ocorre na separação entre regiões de

sombra. Introduzida originalmente para cenas somente com superf́ıcies difusas,

o algoritmo de radiosidade foi mais tarde estendido para também conseguir

lidar com modelos de reflexão mais complicados.

Em 1986, com base na f́ısica da propagação da luz, (Kajiya 86) apresen-

tou a equação integral que generalizava o problema que esses dois algoritmos

tentavam resolver. No contexto unificado dessa equação, que agora podia ser

vista como o problema central da iluminação global, Kajiya descreveu as apro-

ximações que eram feitas por vários algoritmos que haviam surgido na com-

putação gráfica, como os algoritmos de iluminação direta, o de radiosidade

e o de traçado de raios. No mesmo artigo, apresentou também uma solução

que resolvia de forma completa essa equação integral com base no método de

Monte Carlo. O seu algoritmo generalizava as idéias do algoritmo de traçado es-

tocástico de raios de (Cook et al. 84), sendo capaz de levar em consideração as

inter-reflexões entre superf́ıcies. Embora capaz de calcular a troca de energia

entre superf́ıcies com caracteŕısticas de reflexão arbitrárias, a principal des-

vantagem do algoritmo era exigir que fosse gerado um número muito grande

de amostras para se produzir uma imagem com pouco rúıdo. Isso motivou

o desenvolvimento de inúmeras técnicas que buscavam gerar com eficiência
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as amostras nos algoritmos de Monte Carlo, como (Veach & Guibas 95) e

(Shirley et al. 96). (Lafortune & Willems 93) e (Veach & Guibas 94), indepen-

dentemente, desenvolveram as idéias do algoritmo de Kajiya para traçar simul-

taneamente raios partindo do olho e das fontes de luz. Entretanto, mesmo com

os melhores algoritmos que surgiram, gerar imagens sem rúıdo ainda era muito

custoso para ser usado em ambientes de produção.

Foram também desenvolvidos algoritmos h́ıbridos que combinavam radi-

osidade com traçado de raios tentando obter o melhor dos dois mundos. Como

os algoritmos de radiosidade eram melhores para calcular interações difusas

e os baseados em traçado de raios, para reflexões especulares, uma tentativa

natural era combinar os dois métodos. Esses algoritmos normalmente con-

sistem em múltiplas passadas. A primeira resolve as interações difusas com

métodos de radiosidade e a segunda, tomando cuidado para não calcular mais

de uma vez as mesmas quantidades, calcula as interações especulares levando

em consideração as interações difusas já calculadas. (Wallace et al. 87) foi o

primeiro método a propor algoritmos desse tipo e muitos outros seguiram,

como (Sillion & Puech 89) e (Chen et al. 91).

Como último marco, não podemos deixar de mencionar o surgimento

de um algoritmo relativamente simples proposto por Henrik Wann Jensen

para acelerar os algoritmos de traçado de raios baseados no método de Monte

Carlo. O algoritmo de mapeamento de fótons (Jensen 01), como é chamado,

funciona em duas passadas. A primeira emite fótons partindo das fontes de

luz, os quais são armazenados em uma estrutura espacial desacoplada da

geometria para descrever a distribuição da energia na cena. A segunda passada

é essencialmente um traçado estocástico de raios que coleta as informações da

estrutura espacial gerada na primeira passada. Com isso, o algoritmo permite

que a iluminação indireta seja calculada de maneira eficiente e robusta, além de

capturar efeitos como cáusticas, que dificilmente eram exibidas corretamente

pela maior parte dos outros algoritmos. O algoritmo foi também adaptado para

calcular a aparência de materiais translúcidos, como mármore.

1.5
Organização da dissertação

Nesta dissertação iremos percorrer todo o caminho que envolve a cons-

trução de um sistema capaz de gerar imagens realistas segundo a descrição

f́ısica da luz.

No caṕıtulo 2 iremos descrever a f́ısica da propagação e espalhamento da

luz, e formular matematicamente o problema do transporte da luz entre su-

perf́ıcies. Estudaremos também como podemos modelar o processo de formação
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de imagens.

No caṕıtulo 3 apresentaremos os algoritmos de traçado de raios baseados

em técnicas de integração de Monte Carlo para resolver o problema do

transporte da luz.

As questões referentes à implementação serão discutidas no caṕıtulo 4,

onde iremos apresentar a arquitetura de um sistema capaz de gerar imagens

fotorrealistas baseado nas técnicas descritas no caṕıtulo 3.

No caṕıtulo 5 apresentaremos os resultados obtidos com o sistema

constrúıdo e, no caṕıtulo 6, a conclusão e trabalhos futuros.

O apêndice A contém uma breve introdução à integração de Monte Carlo.



2
A f́ısica do transporte da luz

Queremos simular a f́ısica do processo de formação de uma imagem

por uma câmera, ou seja, o que ocorre quando a luz é emitida por uma ou

mais fontes, interage com os materiais que constituem as superf́ıcies da cena

fotografada e, finalmente, atinge os sensores óticos da câmera para formar uma

imagem. O objetivo deste caṕıtulo é formular matematicamente esse problema.

Para isso, como a luz faz parte do espectro eletromagnético, um ponto de

partida natural é o estudo da radiometria, parte da f́ısica que estuda a medição

da radiação eletromagnética. Começaremos definindo informalmente algumas

grandezas radiométricas fundamentais, como potência radiante e radiância,

apresentaremos a BRDF, função que modela a interação da luz com um

material e, em seguida, iremos derivar a equação que descreve o transporte da

luz. Concluiremos mostrando que a formação de imagens pode ser modelada

como um conjunto de medições da radiação ótica na cena.

2.1
Radiometria

Nesta seção iremos introduzir as grandezas radiométricas necessárias para

formular e descrever os algoritmos que resolvem o problema da iluminação

global, isto é, calcular a distribuição da radiação ótica em uma cena.

Uma boa introdução à radiometria pode ser encontrada em

(Nicodemus 76), (Nicodemus 78) e (Glassner 95). (Arvo 95) e (Veach 98) apre-

sentam um tratamento mais preciso descrevendo as grandezas radiométricas

com base na teoria da medida.

2.1.1
Potência radiante (fluxo radiante)

A potência radiante Φ é a energia total Q emitida, que atravessa ou que

incide em uma superf́ıcie por unidade de tempo:

Φ =
dQ

dt
,

medida em Watts (Joules/segundo).
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Embora, evidentemente, Q e Φ sejam funções do tempo, na equação

acima estamos omitindo o parâmetro t para enfatizar que estamos considerando

sistemas em equiĺıbrio, ou seja, estamos desconsiderando o estado transiente

que ocorre imediatamente após, por exemplo, uma fonte de luz ser ligada, o

que pode ser considerado instantâneo para nossos propósitos.

2.1.2
Irradiância

Grandeza que indica a potência radiante incidente em uma superf́ıcie por

unidade de área:

E(x) =
dΦ

dA
,

medida em W/m2. A irradiância está definida nos pontos de qualquer su-

perf́ıcie, real (as superf́ıcies que constituem a cena) ou imaginária.

2.1.3
Radiosidade

Análoga à irradiância, com a potência radiante sendo emitida por unidade

de área ao invés de recebida. Refere-se à energia deixando a superf́ıcie tanto

por emissão quanto por espalhamento.

2.1.4
Radiância

É a grandeza mais importante do ponto de vista de cálculos envolvendo

o transporte da luz. A radiância é definida como o fluxo radiante por unidade

de área projetada por unidade de ângulo sólido:

L(x, ω) =
d2Φ

dA⊥dω
,

medida em W/m2 · sr.
Ou seja, dado um ponto no espaço e uma direção ω, a radiância fornece

uma medida do número de fótons atravessando uma área dA⊥ de uma superf́ıcie

imaginária perpendicular a ω e passando por um ângulo sólido dω ao redor da

direção ω.

Quando o ponto x está sobre uma superf́ıcie com normal Nx no ponto x é

mais natural escrever a radiância em termos da área da superf́ıcie (Figura 2.1):

L(x, ω) =
d2Φ

(Nx ·ω) dAdω
=

d2Φ

cos θ dAdω
.
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Figura 2.1: Relação entre o elemento de área da superf́ıcie e a área projetada

Note que, na verdade, temos duas funções para a radiância: a radiância

emitida em uma dada direção (notação: L(x → ω)) e a radiância recebida

(notação: L(x ← ω)). Embora no espaço livre as duas funções relacionem-se

simplesmente por L(x → ω) = L(x ← −ω), quando o ponto x localiza-se

sobre uma superf́ıcie, a relação é bem mais complicada, já que deve levar em

consideração o espalhamento de fótons pelo material que constitui a superf́ıcie

e, portanto, será apresentada mais tarde.

Quanto à parametrização da função L, é conveniente em algumas si-

tuações utilizar a notação L(x → y) e L(x ← y) para denotar a radiância

emitida e recebida pelo ponto x na direção −→xy, respectivamente. Especial-

mente na implementação, também será conveniente parametrizar a função por

coordenadas esféricas L(x; θ, φ), onde θ é o ângulo polar (medido em relação

à normal da superf́ıcie) e φ, o azimute.

2.1.5
Relação entre a radiância e as demais grandezas radiométricas

Após a definição de radiância, passamos a ter uma medida da distribuição

da radiação ótica em relação a cada posição e direção. Com isso, podemos agora

definir todas as demais grandezas em função da radiância.

Por exemplo, dada uma distribuição de radiância, para calcularmos a

irradiância sobre um ponto de uma superf́ıcie basta integrar a radiância sobre

o hemisfério H2 localizado acima da superf́ıcie:

E(x) =

∫

H2

L(x← ω)(Nx ·ω) dω.

De maneira análoga, a radiosidade é encontrada pela integração da

radiância emitida:

B(x) =

∫

H2

L(x→ ω)(Nx ·ω) dω.

E, caso seja conhecida a distribuição da radiância ao longo de toda a
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sua área A e em todas as direções, a potência radiante incidente sobre uma

superf́ıcie é determinada por:

Φ =

∫

A

∫

H2

L(x← ω)(Nx ·ω) dω dA.

2.1.6
Invariância da radiância ao longo de um raio

Considere a situação ilustrada pela figura 2.2:

Figura 2.2: Elementos de área

O elemento de fluxo radiante deixando P1 na direção de P2, pela definição de

radiância, é dado por

dΦ1 = L(P1 → P2) cos θ1dA1dω1,

onde dω1 é o ângulo sólido determinado por dA2 quando visto de P1. Reescre-

vendo dω1 como

dω1 =
cos θ2dA2

D2
,

temos que

dΦ1 = L(P1 → P2)
cosθ1 cos θ2

D2
dA1dA2.

Por outro lado, pelo mesmo racioćınio o elemento de fluxo recebido por dA2 é

dado por:

dΦ2 = L(P2 ← P1)
cosθ1 cos θ2

D2
dA1dA2.

Assumindo que não há perda ou ganho de energia no meio que ocupa o espaço
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entre P1 e P2, temos que dΦ1 = dΦ2 e, portanto,

L(P1 → P2) = L(P2 ← P1).

Com isso conclúımos que se conhecermos a radiância em um ponto x

sobre uma superf́ıcie em uma dada direção ω, então poderemos determinar a

radiância ao longo do raio x+ tω, t > 0, enquanto não houver ganho ou perda

de energia.

2.1.7
Radiância espectral

Até agora não mencionamos a dependência do comprimento de onda

das grandezas radiométricas, mas podemos tornar expĺıcita essa dependência

definindo as grandezas correspondentes. Por exemplo, a grandeza mais funda-

mental não é a radiância, mas sim a radiância espectral, definida por

Lλ =
d3Φ

dA⊥dωdλ
,

medida em W/m2 · sr · nm.

A partir da radiância espectral podemos definir todas as demais grande-

zas. Por exemplo, a radiância é dada por

L =

∫ ∞

0

Lλdλ.

E as demais grandezas saem das relações já apresentadas quando de-

rivadas a partir da radiância. Para simplificar a apresentação iremos omitir

a dependência do comprimento de onda quando mencionarmos as grandezas

radiométricas, mas ficará sempre subentendido que essa dependência existe.

2.2
Espalhamento da luz

Ao atingir uma superf́ıcie, um fóton pode ser absorvido, ou interagir com

o material e, logo em seguida, ser reemitido em outro ponto da superf́ıcie e em

uma outra direção (Figura 2.3). De maneira mais geral, pode ser reemitido com

uma freqüência diferente (fluorescência) ou, mais ainda, com uma freqüência

diferente e significativamente mais tarde da absorção (fosforescência).

Aqui fazemos uma simplificação e assumimos que o fóton é reemitido no

próprio ponto em que atinge a superf́ıcie, aproximação que, embora capaz de

capturar a aparência de grande parte dos materiais, é insuficiente principal-

mente para a descrição de materiais translúcidos como, por exemplo, mármore
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Figura 2.3: Espalhamento de um fóton em uma superf́ıcie

e pele humana (para modelos práticos que tratam esses tipos de materiais con-

sulte (Hanrahan & Krueger 93), (Jensen et al. 01) e (Jensen & Buhler 02)).

Também iremos assumir que a reemissão ocorre instantaneamente e com a

mesma freqüência, isto é, não consideraremos fluorescência nem fosforescência

(consulte (Glassner 94) para um tratamento desses dois fenômenos).

Com essas simplificações, ao atingir um ponto de uma superf́ıcie, um

fóton pode ser absorvido, refletido numa direção localizada no mesmo he-

misfério da direção de incidência ou transmitido no hemisfério contrário à

direção de incidência. Para facilitar a discussão, iremos assumir também que

a reflexão ocorre no mesmo hemisfério da direção de incidência.

Nos materiais onde as hipóteses que fazemos são válidas, as propriedades

de reflexão são capturadas pela função de distribuição da reflectância bidi-

recional, a BRDF, sigla em inglês para Bidirectional Reflectance-Distribution

Function (Nicodemus 77).

2.2.1
BRDF - Bidirectional Reflectance-Distribution Function

A irradiância incidente em um ponto x por um elemento de ângulo sólido

dωi é dada por

dE(x← ωi) = L(x← ωi)(Nx ·ωi)dωi.

Em condições normais, verifica-se experimentalmente que a radiância

dL(x→ ωo) refletida em uma direção ωo pelo ponto x é diretamente pro-

porcional à dE(x← ωi), ou seja,

dL(x→ ωo) = fr · dE(x← ωi).
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O fator de proporcionalidade fr varia em função das direções de incidência e

de emissão. Se considerarmos o fator em todos os pontos das superf́ıciesM da

cena, temos uma função fr :M×H2 ×H2 → [0,∞], a chamada BRDF.

Logo, as caracteŕısticas de refletância de uma superf́ıcie são descritas pela

função fr, definida por

fr(x, ωi → ωo) =
dL(x→ ωo)

dE(x← ωi)
=

dL(x→ ωo)

L(x← ωi)(Nx ·ωi)dωi

.

Uma notação que nos será útil para a radiância é fr(x→ y→ z), usada para

denotar fr(y,−→yx→ −→yz).

2.2.2
Reflexão local

Uma vez definido um modelo para a interação da luz com uma superf́ıcie,

estamos em posição de relacionar a radiância incidente à radiância refletida.

Pela definição da BRDF, temos que

dL(x→ ωo) = fr(x, ωi → ωo)L(x← ωi)(Nx ·ωi)dωi.

Logo, integrando em todo o hemisfério das direções incidentes,

L(x→ ωo) =

∫

H2

fr(x, ωi → ωo)L(x← ωi)(Nx ·ωi)dωi, (2-1)

chegamos à equação de reflexão.

Portanto, como a BRDF e Nx são propriedades dos materiais e da

geometria da cena, respectivamente, uma vez conhecida a radiância incidente

em x podemos determinar a radiância refletida em qualquer direção.

Note também que a equação acima define um operador linear, o operador

de reflexão R, que transforma uma função de radiância incidente em uma

função de radiância emitida:

−→
L = R

←−
L . (2-2)

2.2.3
Materiais fisicamente plauśıveis

Uma BRDF que representa um material real deve ser simétrica, isto

é, se trocarmos a posição da fonte de luz com a do detector seu valor deve

permanecer o mesmo:

fr(x, ωi → ωo) = fr(x, ωo → ωi).
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Em virtude dessa propriedade podemos usar a notação fr(x, ωi ↔ ωo).

Na comunidade da computação gráfica, freqüentemente essa propriedade

é erroneamente justificada pelo prinćıpio da reciprocidade de Helmholtz, um

teorema da ótica geométrica que diz que se um raio de luz, após um número

qualquer de reflexões e refrações, dá origem a um raio com uma fração da inten-

sidade do raio original, então, para um raio percorrendo o caminho no sentido

inverso, a perda em intensidade é a mesma. A afirmação de Helmholtz referia-se

apenas a reflexões e transmissões perfeitamente especulares, e isso não implica

a simetria de uma BRDF arbitrária. Como descrito em (Chandrasekhar 60),

uma observação de Lord Rayleigh é mais relevante como origem desse prinćıpio.

Segundo Rayleigh, se colocarmos um medidor de irradiância em um ponto

próximo a uma pequena superf́ıcie (refletindo de qualquer maneira) onde fi-

zemos incidir uma pequena fonte de luz, a leitura do detector será a mesma

se trocarmos a sua posição com a da fonte. Dentro da computação gráfica,

essa discussão foi levantada em (Veach 98), onde também são explicadas as

condições que devem ser satisfeitas para que esses prinćıpios de reciprocidade

sejam válidos.

Pela conservação de energia, uma superf́ıcie também não pode refletir

mais energia do que recebe, isto é, a potência emitida por reflexão em cada

ponto de uma superf́ıcie não pode ser maior que a potência incidente:

Φr(x) ≤ Φi(x). (2-3)

A potência total incidente no hemisfério superior é dada por

Φi(x) =

∫

H2

L(x← ωi)(Nx ·ωi) dωi. (2-4)

De modo semelhante, a potência total refletida é dada por

Φr(x) =

∫

H2

L(x→ ωo)(Nx ·ωo) dωo,

que, pela equação (2-1), pode ser reescrita como

Φr(x) =

∫

H2

∫

H2

fr(x, ωi ↔ ωo)L(x← ωi)(Nx ·ωi)(Nx ·ωo)dωidωo. (2-5)

Substituindo as relações (2-4) e (2-5) na desigualdade (2-3),

Φr(x)

Φi(x)
=

∫
H2

∫
H2 fr(x, ωi ↔ ωo)L(x← ωi)(Nx ·ωi)(Nx ·ωo)dωidωo∫

H2 L(x← ωi)(Nx ·ωi)dωi

≤ 1.

Como a relação deve valer para qualquer distribuição de radiância

incidente, dada uma direção ω′i, tomando L(x ← ωi) = δ(ωi − ω′i), ou seja,

concentrando a radiância em uma única direção ω′i, chegamos a uma condição
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necessária para a conservação de energia:

∫

H2

fr(x, ωi ↔ ωo)(Nx ·ωo)dωo ≤ 1 ∀ωi ∈ H2.

2.2.4
Superf́ıcies difusas

Em materiais perfeitamente difusos (lambertianos), a luz é espalhada

igualmente em todas as direções, ou seja, a BRDF é uma constante:

fr(x, ωi ↔ ωo) = k.

Pela conservação de energia, sabemos que

∫

H2

k (Nx ·ωi) dωo ≤ 1,

ou seja,

k

∫

H2

(Nx ·ωi) dωo = kπ ≤ 1.

Logo, a BRDF de uma superf́ıcie lambertiana é da forma

fr(x, ωi ↔ ωo) =
ρ

π
, (2-6)

onde 0 ≤ ρ ≤ 1. A constante ρ é chamada de albedo da superf́ıcie e mede a

fração da energia incidente que é refletida.

2.2.5
Modelos para BRDF

Foram propostos inúmeros modelos para BRDFs tentando aproximar a

aparência de materiais reais. Embora esteja além do escopo desta dissertação

fazer um levantamento completo dos modelos para BRDFs existentes, como

ponto de partida para investigações mais detalhadas, podemos fazer um rápido

levantamento de alguns tipos de modelos que vêm sendo usados na computação

gráfica.

Alguns são puramente fenomenológicos, como o popular modelo de Phong

(Phong 75), que combina linearmente uma componente representando uma

reflexão perfeitamente difusa com outra representando uma reflexão especular

“espalhada” em torno da direção de reflexão perfeitamente especular. Embora

seja um modelo puramente fenomenológico, é capaz de capturar relativamente

bem a aparência de materiais como plástico.

Seguindo com a idéia de Phong de combinar linearmente uma compo-
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nente difusa com uma especular, (Blinn 77) trouxe de fora da computação

gráfica (Torrance & Sparrow 67) um modelo mais fiel à f́ısica do que o modelo

de Phong para a componente especular. Supondo que a superf́ıcie é formada

por uma distribuição de microfacetas e incorporando termos correspondendo às

equações de Fresnel, o modelo difere do de Phong principalmente em superf́ıcies

não-metálicas e quando a iluminação vem de direções quase tangenciais. Se-

guindo a mesma linha, um modelo aprimorando essas idéias foi apresentado em

(Cook & Torrance 81). Todos esses modelos são baseados na ótica geométrica.

Para um modelo de reflexão baseado na teoria eletromagnética da luz, consulte

(He et al. 91).

Em (Oren & Nayar 94), usando idéias semelhantes a de microfacetas,

foi proposto um modelo mais apropriado para reflexão difusa que o mo-

delo lambertiano. Outros modelos capturam propriedades de reflexão ani-

sotrópica (Kajiya 85), (Poulin & Fournier 90), (Ward 92), encontradas em su-

perf́ıcies como metais escovados. Recentemente, o uso de medições de BRDFs

de materiais reais vem recebendo crescente atenção (Greenberg et al. 97),

(Dana et al. 99), (Matusik 03).

2.3
Emissão de luz

Além do espalhamento de fótons provenientes de outras superf́ıcies,

uma superf́ıcie pode também gerar energia luminosa. Processos f́ısicos que

resultam em emissão de luz incluem incandescência (emissão de radiação por

um corpo devido à sua alta temperatura), luminescência (como, por exemplo,

quimiluminescência, a emissão de luz resultando de uma reação qúımica, ou

bioluminescência, um caso particular de quimiluminescência que ocorre quando

a luz é gerada por um organismo vivo) e fluorescência (a absorção de fótons em

um comprimento de onda e reemissão em um outro comprimento, geralmente

com a absorção na faixa ultravioleta do espectro e emissão como luz viśıvel,

como occore, por exemplo, com as lâmpadas fluorescentes).

Nós não estamos interessados nos mecanismos responsáveis pela geração

de luz, mas apenas na distribuição espacial e direcional da radiância emitida

resultante. Independentemente da maneira como a energia luminosa é gerada,

podemos definir uma função Le :M×H2 → R que indica a radiância emitida

por cada ponto das superf́ıcies da cena em cada direção. Sobre superf́ıcies não

emissoras basta simplesmente fazer com que a função Le assuma o valor zero.
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2.4
A equação do transporte da luz

Agora sabemos que a radiância deixando um ponto qualquer sobre uma

superf́ıcie da cena em uma dada direção é resultado de dois processos: emissão e

reflexão. Como estamos assumindo que esses dois processos são independentes,

isto é, estamos desconsiderando fenômenos como fosforescência, a radiância

total deixando a superf́ıcie é simplesmente a soma da radiância resultante

desses dois processos: −→
L = Le +

−→
Lr.

Na seção anterior vimos que a emissão é simplesmente modelada por uma

função Le que indica a radiância emitida por cada ponto em cada direção e é,

portanto, dada pela descrição da cena. Substituindo a relação entre a radiância

refletida e incidente (equação 2-2) na equação acima, obtemos a equação

−→
L = Le + R

←−
L .

Expandindo o operador de reflexão, chegamos a uma equação integral

L(x→ ωo) = Le(x→ ωo) +

∫

H2

fr(x, ωi ↔ ωo)L(x← ωi)(Nx ·ωi) dωi,

a equação do transporte da luz. Na equação, note que a incógnita é a radiância

L, e Le, fr e Nx são funções dadas pela descrição da cena.

No contexto da computação gráfica, essa equação foi apresentada pela

primeira vez por (Kajiya 86), embora equações semelhantes já tenham apare-

cido antes em outras áreas como, por exemplo, a equação de Boltzmann para

o transporte de nêutrons (Lewis & Miller 84).

Podemos explicitar a natureza recursiva da equação usando a propriedade

de invariância da radiância ao longo de um raio. Ao invés de nos referirmos

à radiância recebida L(x ← ωi) dentro do integrando, podemos escrever

L(y → x), onde y é a origem da radiância que atinge o ponto x pela direção

ωi. Mais formalmente, em primeiro lugar definimos a função

t(x, ω) = inf{t > 0 | x + tω ∈M}.

Para simplificar a discussão, vamos assumir que envolvendo a cena existe uma

esfera não emissora e com refletância zero. Em seguida, definimos o operador

de lançamento de raios r(x, ω), que associa a um ponto x e uma direção ω o

ponto mais próximo de x na direção ω nas superf́ıcies que constituem a cena,
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ou seja,

r(x, ω) = x + t(x, ω) ω.

Definida essa função, podemos relacionar a radiância emitida e recebida por

L(x← ω) = L(r(x, ω)→ −ω).

Substituindo a relação na equação do transporte de luz,

L(x→ ωo) = Le(x→ ωo) +

∫

H2

fr(x, ωi ↔ ωo)L(r(x, ωi)→ −ωi)(Nx ·ωi) dωi.

Note que agora a mesma função L, a radiância deixando as superf́ıcies, aparece

em ambos os lados da equação. De modo semelhante podeŕıamos reescrever a

equação colocando como incógnita a radiância incidente.

2.4.1
Formulação por área

Na equação do transporte da luz, podemos escrever

L(r(x, ωi)→ −ωi) = L(y→ x),

onde y = r(x, ωi).

Como já mencionado, o elemento de ângulo sólido determinado pelo

elemento de área da superf́ıcie onde se encontra o ponto y pode ser escrito

como

dωi =
cos(Ny,

−→yx)dAy

‖x− y‖2 .

Assim, ao invés de integrar no hemisfério das direções incidentes podemos

trocar o domı́nio de integração para o conjunto M das superf́ıcies da cena,

reformulando a equação do transporte da luz como

L(x→ ωo) = Le(x→ ωo) +

∫

M
fr(x,−→xy↔ ωo)L(y→ x)G(x,y)dAy, (2-7)

onde

G(x,y) =
cos(Nx,

−→xy) cos(Ny,−→yx)

‖x− y‖2 V (x,y)

e V (x,y) é a função de visibilidade:

V (x,y) =

{
1 se r(x,−→xy) = y

0 caso contrário
,

ou seja, função que assume o valor 1 se x e y são mutuamente viśıveis, e 0 caso

contrário.
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Se o x e um outro ponto qualquer x′ são mutuamente viśıveis, então,

pondo ωo = x̂′ − x, podemos reescrever a equação acima da forma

L(x→ x′) = Le(x→ x′) +

∫

M
fr(y→ x→ x′)L(y→ x)G(x,y)dAy.

Para condensar a equação, vamos definir a função K como:

K(x,y, z) = fr(x→ y→ z)G(x,y),

de modo que a equação fica

L(x→ x′) = Le(x→ x′) +

∫

M
L(y→ x)K(y,x,x′)dAy.

Renomeando as variáveis,

L(x′ → x) = Le(x
′ → x) +

∫

M
L(x′′ → x′)K(x′′,x′,x)dAx′′ , (2-8)

onde

K(x′′,x′,x) = fr(x
′′ → x′ → x)G(x′′,x′).

2.4.2
A equação do transporte da luz para superf́ıcies difusas

Em uma cena onde todos os emissores e superf́ıcies são difusos, a radiação

ótica deixando as superf́ıcies deixa de ter a dependência direcional. Para os

emissores difusos temos que Le(x → ωo) = Le(x), de modo que podemos

expressar as caracteŕısticas de emissão pela radiosidade Be(x) = πLe(x).

Multiplicando por π os dois lados da formulação por área da equação

do transporte da luz (2-8) e substituindo a expressão para a BRDF de uma

superf́ıcie lambertiana (2-6), chegamos à equação do transporte da luz para

um ambiente perfeitamente difuso, a equação integral da radiosidade:

B(x) = Be(x) +
ρ(x)

π

∫

M
B(y)G(x,y) dAy,

onde G(x,y) tem o mesmo significado da equação (2-7).

Essa abordagem simplificada para o problema da iluminação global

recebeu atenção a partir de (Goral et al. 84), onde foi proposta uma solução

com base em métodos de elementos finitos trazidos da área de transferência de

calor. Nós estamos interessados na formulação geral do problema e, portanto,

não iremos discutir algoritmos espećıficos para a equação acima (consulte

(Cohen & Wallace 93) ou (Sillion & Puech 94)).
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2.4.3
Expansão em série de Neumann

Reexaminemos com mais detalhe a formulação da equação com o uso de

operadores lineares:

L = Le + RL.

Formalmente, a equação pode ser resolvida invertendo-se a equação:

L = (I−R)−1Le,

onde I é o operador identidade. Para que a solução acima faça sentido, é

necessário que o operador I−R seja invert́ıvel. Uma condição suficiente para

a invertibilidade do operador é que ‖R‖ < 1, onde ‖R‖ é a norma do operador

‖R‖ = sup
‖f‖≤1

‖Rf‖,

onde a norma na direita é uma norma no espaço das funções (norma Lp, por

exemplo).

Quando ‖R‖ < 1, I − R é invert́ıvel e a inversa é dada pela série de

Neumann:

(I−R)−1 =
∞∑
i=0

Ri,

que pode ser vista como uma generalização da série geométrica para 1/(1−x),

com x < 1.

A solução da equação pode ser escrita como:

L = Le +
∞∑
i=1

RiLe.

A solução acima tem uma interpretação interessante: indica que a

radiância final é o resultado da soma da radiância emitida (refletida zero vezes)

com a radiância refletida uma, duas, . . . vezes.

Em (Arvo 95) foi provado que, assumindo que as BRDFs satisfazem as

condições de simetria e conservação de energia e que nenhuma superf́ıcie é

perfeitamente refletiva, ‖R‖p < 1 . A convergência da série no caso geral,

que inclui a possibilidade de transmissão além de reflexão, foi provada em

(Veach 98).
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2.5
A equação de medição

Como enunciado no ińıcio do caṕıtulo, o nosso objetivo é simular o pro-

cesso de formação de uma imagem. Até agora estivemos ocupados principal-

mente descrevendo como a radiação ótica se propaga em um ambiente. O passo

final é descrever como podemos modelar a medição dessa radiação.

De maneira geral, queremos como resultado de nossa simulação o valor

de n medições I1, . . . , In da radiação ótica em uma cena, como, por exemplo,

a resposta dos sensores CCD de uma câmera digital.

A resposta S de um instrumento é função da potência incidente em cada

direção em cada ponto de sua superf́ıcie. Assumindo que essa resposta é linear,

podemos definir a responsividade We(x, ω) do instrumento em uma posição x

à potência incidente em uma direção ω como

We(x, ω) =
dS(x, ω)

dΦ(x← ω)
.

E, como a unidade de S varia de acordo com o instrumento, a unidade de We

é a unidade de S por Watt.

Com a definição de We podemos relacionar a resposta total S de um

sensor com a radiância incidente. Sabendo que

dS(x, ω) = We(x, ω)dΦ(x← ω)

= We(x, ω)L(x← ω)(Nx ·ω)dωdAx,

ao integrarmos sobre o hemisfério por toda a extensão A do instrumento, temos

a resposta total do instrumento

S =

∫

A

∫

H2

We(x, ω)L(x← ω)(Nx ·ω)dωdAx, (2-9)

chamada de equação de medição (Nicodemus 78). Note que, seguindo com a

nossa convenção, estamos omitindo uma dependência do comprimento de onda

observada na resposta da maioria dos instrumentos.

2.5.1
Medição e câmeras

Para encerrar o caṕıtulo, vamos discutir em detalhe como a equação de

medição se aplica à formação de imagens por uma câmera.

Abstraindo a geometria da câmera, temos um plano P onde se encontram

os fotossensores e a luz atinge P somente a partir de uma abertura A, ou seja,

a região do plano da imagem onde estão os fotossensores está envolta por uma
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Figura 2.4: Geometria de uma câmera

superf́ıcie não emissora e com refletância zero, por onde há apenas um buraco

correspondendo à abertura A (é claro que essa geometria da câmera é artificial

e não interage com a distribuição de radiância no resto do ambiente).

Vamos assumir que a responsividade de um sensor independe da direção,

isto é, We(x, ω) = h(x). Com isso, a equação de medição escreve-se como:

S =

∫

P
h(x)

∫

H2

L(x← ω)(Nx ·ω)dωdAx

=

∫

P
h(x)E(x)dAx (2-10)

Esquecendo o filtro espacial h por um instante, vamos nos concentrar na

irradiância E(x):

E(x) =

∫

H2

L(x← ω)(Nx ·ω)dω.

Como a radiância é zero nas direções fora da projeção da abertura sobre o

hemisfério acima do ponto x, é mais natural trocarmos o domı́nio de integração

para a superf́ıcie da abertura:

E(x) =

∫

A
L(x← y)

cos θi cos θr

‖x− y‖2 dAy

onde cos θi = Nx · ŷ − x e cos θr = Ny · x̂− y, como no termo G(x,y) na

formulação por área da equação do transporte da luz.

Vamos então assumir que a abertura está localizada sobre um plano

paralelo ao plano de formação da imagem e a uma distância f (Figura 2.4).

Com essa simplificação, θi = θr = θ(x,y), ‖x−y‖ = f/ cos θ(x,y) e, portanto,
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E(x) =

∫

A
L(x← y)

cos4 θ(x,y)

f 2
dAy (2-11)

Fazendo a hipótese adicional de que a abertura determina um ângulo

sólido pequeno quando vista de x, podemos considerar a radiância e o ângulo

θ(x,y) constantes no cone de direções em que estamos integrando. Fixando

L(x ← y) = L(x ← y0) e θ(x,y) = θ(x,y0), onde y0 é um ponto qualquer

sobre a abertura, a irradiância no ponto x escreve-se como

E(x) = L(x← y0)
cos4 θ(x,y0)

f 2

∫

A
dAy,

onde a integral é, evidentemente, a área da abertura. Supondo uma abertura

circular de diâmetro d e escolhendo y0 como o ponto C no centro da abertura:

E(x) =
π

4

(
d

f

)2

cos4 θ(x, C)L(x← C). (2-12)

Note que o fator cos4 θ corresponde a um escurecimento que cresce radialmente

a partir da interseção do plano da imagem com o eixo ótico. Esse efeito

indesejável pode ser facilmente cancelado introduzindo-se um fator 1/ cos4 θ no

filtro espacial (é claro que o fator não precisa ser inclúıdo explicitamente, basta

não multiplicar a radiância por cos4 θ). Em câmeras reais tenta-se eliminar esse

efeito pela construção do sistema de lentes.

A última aproximação que fizemos nos fornece a conhecida câmera de

furo1. Embutindo no filtro espacial os fatores antes da radiância em (2-12), a

equação de medição para uma câmera de furo fica:

S =

∫

P
h(x)L(x← C)dAx. (2-13)

Evidentemente, em casos onde a aproximação para câmeras de furo não é

válida podemos ainda usar a equação (2-11) para a irradiância na equação de

medição.

Note que a expressão (2-13) é a mesma encontrada usualmente como

a formulação do valor de um pixel. Normalmente, o problema da formação

de imagens é formulado sob o ponto de vista de processamento de sinais,

onde estamos querendo uma representação através de um conjunto finito de

amostras que represente com o máximo de fidelidade a função L(x ← C) de

radiância incidente sobre o plano da imagem. Se estivermos simulando uma

câmera real onde o filtro espacial h é conhecido, o que raramente é verdade,

podemos integrar diretamente a função supondo que h é dada. Caso contrário,

temos a liberdade para escolher o filtro mais apropriado para amostrar S.

De qualquer forma, uma vez fixado o filtro espacial, os dois problemas são o

1Em inglês, pinhole camera.



Caṕıtulo 2. A f́ısica do transporte da luz 37

mesmo.

Como observação final, note que, com o modelo que apresentamos,

estamos supondo que o sinal de sáıda dos sensores está sendo lido diretamente

em cada instante. Na realidade, a imagem que é gravada por uma câmera

também depende do tempo de exposição. Há ainda uma integral ao longo

do tempo em que o obturador permanece aberto, e a energia incidente

em cada instante é função da geometria e do movimento do obturador.

Mas, como só estamos considerando cenas estáticas, a irradiância incidente

é constante e, supondo que o obturador se abre instantaneamente, permanece

um certo tempo aberto e, em seguida, se fecha também instantaneamente, essa

exposição é simplesmente o produto da irradiância pelo tempo de exposição.

E, mais ainda, o valor final que vemos em uma uma imagem, como uma

fotografia, é em geral um mapeamento não linear dessa exposição. Para

podermos ver as imagens que estamos simulando, nós também temos que

fazer esse tipo de mapeamento para adequar a faixa de valores de radiância

que são simulados, que pode ser arbitrariamente grande, à faixa de valores

que podem ser exibidos por um monitor, por exemplo. Está além do escopo

desta dissertação discutir como fazer esse tipo de mapeamento de maneira

que se tenha uma resposta perceptual adequada da imagem e, portanto, para

simplificar a discussão, vamos supor que as imagens são gravadas em HDR.

Para mais detalhes, consulte os artigos que deram ińıcio à pesquisa nessa

área, (Tumblin & Rushmeier 93), (Chiu et al. 93) e (Ward 94), como ponto

de partida.



3
Traçado estocástico de caminhos

3.1
Formulação por integral de caminhos

Partindo da formulação por operadores lineares, no caṕıtulo anterior

apresentamos a solução para a equação do transporte da luz pela série de

Neumann:

L = Le +
∞∑
i=1

RiLe.

Vamos agora tornar mais expĺıcita essa equação desenvolvendo a aplicação

iterada do operador de reflexão. Usando a formulação por área da equação

(2-8):

(RLe)(x1 → x0) =

∫

M
Le(x2 → x1)K(x2,x1,x0)dAx2 .

Aplicando o operador duas vezes,

(R2Le)(x1 → x0) = (R(RLe))(x1 → x0)

=

∫

M
(RLe)(x2 → x1)K(x2,x1,x0)dAx2

=

∫

M

(∫

M
Le(x3 → x2)K(x3,x2,x1)dAx3

)
K(x2,x1,x0)dAx2

=

∫

M

∫

M
Le(x3 → x2)K(x3,x2,x1)K(x2,x1,x0)dAx3dAx2

=

∫

M2

Le(x3 → x2)K(x3,x2,x1)K(x2,x1,x0)dµx2x3 ,

onde dµx2x3 = dAx2dAx3 . De maneira geral,

(RiLe)(x1 → x0) =

∫

Mi

Le(xi+1 → xi)

(
i∏

j=1

K(xj+1,xj,xj−1)

)
dµx2...xi+1

,

(3-1)
onde dµx2...xi+1

= dAx2 · · · dAxi+1
. Ou seja, em cada termo da série estamos

integrando no espaço de caminhos de comprimento finito (x2, . . . ,xi+1), onde

cada vértice é um ponto sobre as superf́ıcies da cena (Figura 3.1). Uma

interpretação f́ısica para esse resultado é que cada termo nos fornece a
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Figura 3.1: Solução da equação do transporte da luz como uma integral de
caminhos

contribuição dos fótons que percorrem os caminhos (xi+1, . . . ,x2) entre uma

fonte de luz até o ponto x2, de onde é espalhado por x1 para atingir x0. O

produto dos fatores K corresponde às atenuações que os fótons sofrem em cada

reflexão, sendo que os caminhos não permitidos recebem o valor 0 em função

do termo de visibilidade. O termo fora da série pode ser interpretado como

correspondente aos fótons atingindo diretamente o ponto x0.

Portanto, o nosso problema pode ser enunciado da seguinte maneira: para

calcular a radiância em uma dada direção, como, por exemplo, a radiância

atingindo um ponto do plano de formação da imagem passando por um ponto

na abertura da câmera, precisamos calcular a soma de um número infinito de

termos, onde cada termo é uma integral em um espaço de caminhos com um

comprimento fixo.

Em primeiro lugar, considere o que acontece se truncarmos a série em seu

i-ésimo termo. Se i = 0, vemos apenas as fontes de luz. Se i = 1, calculamos

apenas uma reflexão, ou seja, a iluminação direta, e assim em diante. Fixando

um termo onde iremos truncar a série, resta ainda o problema de calcular cada

termo da soma finita separadamente, o que envolve resolver uma integral com

domı́nios de dimensão alta. Para integração numérica multidimensional, uma

escolha natural são técnicas de integração de Monte Carlo (ver apêndice).

Para resolver a integral (3-1) por integração de Monte Carlo, precisamos

gerar n caminhos (xk
1, . . . ,x

k
i ) ∈ Mi, k = 1, . . . , n, segundo alguma função

de densidade de probabilidade p, definida em relação à medida µ, e usar o

estimador

In =
1

n

n∑

k=1

Le(x
k
i+1 → xk

i )K(xk
i+1,x

k
i ,x

k
i−1) · · ·K(xk

2,x
k
1,x

k
0)

p(xk
2, . . . ,x

k
i+1)

(3-2)

para a integral. Pelo prinćıpio da amostragem por importância, a função

de densidade p deve ser escolhida de modo que seja priorizada a geração
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de caminhos que contribuam mais para a radiância resultante, isto é, que

tenham um formato parecido com o integrando. Fazer isso de maneira global

é extremamente dif́ıcil, pois o integrando envolve uma função complicada que

depende da geometria da cena e de propriedades de emissão e de reflexão de

todas as superf́ıcies.

3.2
Caminhos como cadeias de Markov

Uma alternativa para esse problema foi proposta em (Kajiya 86), o

mesmo artigo que formulou pela primeira vez na computação gráfica a equação

do transporte da luz. Kajiya resolveu o problema construindo os caminhos

como cadeias de Markov. Os caminhos são constrúıdos incrementalmente par-

tindo do ponto x1. Em cada ponto xi, o próximo ponto xi+1 no caminho é esco-

lhido aleatoriamente segundo uma probabilidade puramente local P (xi,xi+1).

Não é dif́ıcil ver que a probabilidade de um caminho x1, . . . ,xk ser escolhido é

simplesmente

P (x1, . . .xk) = P (x1,x2)× · · · × P (xk−1,xk).

Com isso, a função de densidade definida no espaço de caminhos relaciona-se

com a função de densidade das transições locais, que supomos serem medidas

em relação à área, por

p(x1, . . . ,xk) = p(x1,x2)× · · · × p(xk−1,xk).

E, portanto, no final do caminho, um termo do estimador pode ser avaliado

segundo (3-2) que, para a nossa função de densidade, pode ser escrita como

In =
1

n

n∑

k=1

Le(x
k
i+1 → xk

i ).

(
i∏

j=1

K(xk
j+1,x

k
j ,x

k
j−1)

p(xk
j ,x

k
j+1)

)
(3-3)

A motivação por trás dessa construção é transformar o problema original

de encontrar uma função de densidade global no espaço dos caminhos com

um dado comprimento para o problema mais simples de encontrar transições

intermediárias puramente locais. Evidentemente, nem todas as distribuições

podem ser descritas dessa forma. Ao restringirmos a nossa atenção a um

subconjunto dos estimadores estamos correndo o risco de não considerarmos

possibilidades melhores.

Gerando caminhos dessa forma, a nossa única liberdade é tentarmos oti-

mizar localmente os estimadores na esperança de que nos forneçam estimado-

res globais razoáveis. Mesmo com essa simplificação, escolhas corretas para as
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funções de densidade das transições intermediárias podem reduzir significati-

vamente a variância. Por exemplo, a transição final não precisa gerar amostras

sobre superf́ıcies não emissoras, que não contribuiriam com radiância no vértice

seguinte (e final) no caminho. Para essa distribuição, uma alternativa simples

é amostrar uniformemente uma das fontes, onde a fonte que será amostrada é

escolhida uniformemente entre todas as fontes.

As transições internas sofrem um problema semelhante. Ao amostrarmos

os pontos das demais superf́ıcies, estamos correndo o risco de amostrarmos um

ponto que não esteja viśıvel a partir do ponto atual (lembre-se de que o termo

K inclui um fator de visibilidade). Uma solução para esse problema é, ao invés

de amostrarmos um ponto sobre as superf́ıcies, nós amostrarmos uma direção

no hemisfério superior do ponto corrente, e o vértice seguinte no caminho é

obtido lançando-se um raio na direção da amostra. Um cuidado que temos que

tomar aqui é aplicar o fator de correção à função de densidade, para levar em

consideração que agora estamos calculando a densidade em relação ao ângulo

sólido, e não mais em relação à area, isto é,

p(xj,xj+1) = p(xj, ωj)
dωj

dAxj+1

= p(xj, ωj)
Nxj+1

·ωj

‖xj+1 − xj‖2 , (3-4)

onde ωj = ̂xj+1 − xj. Substituindo a função (3-4) no estimador (3-3) e

cancelando os fatores K,

In =
1

n

n∑

k=1

Le(x
k
i+1 → xk

i )K(xk
i+1,x

k
i ,x

k
i−1)

p(xk
i ,x

k
i+1)

.

(
i−1∏
j=1

f(xk
j+1 → xk

j → xk
j−1)(Nxk

j
·ωk

j )

p(xk
j , ω

k
j )

)

(3-5)
Uma maneira de ver essa alteração é que estamos, na verdade, trocando

o domı́nio de integração e usando uma medida diferente para a integração.

Devido ao termo de visibilidade, alguns caminhos são geometricamente im-

posśıveis. Para visualizar os caminhos posśıveis, podemos imaginar que dois

pontos das superf́ıcies da cena estão ligados entre si por uma aresta se o termo

de visibilidade for 1. Com isso, os caminhos interessantes de serem amostrados

são os caminhos nesse “grafo” cont́ınuo. Sob esse ponto de vista, na descrição

original onde só amostrávamos uma seqüência de vértices, devido ao termo de

visibilidade podeŕıamos estar amostrando em algum estágio dois vértices em

seguida que não eram conectados por uma aresta e, portanto, não poderiam

aparecer em seqüência em um caminho. Com essa nova estratégia de amostrar

as direções ao invés de vértices estamos garantindo que, até o penúltimo vértice,

todos os vértices no caminho estão ligados por uma aresta e formam, portanto,

um caminho válido. Portanto, ao amostrarmos a direção, estamos automatica-

mente aplicando o prinćıpio da amostragem por importância e desconsiderando

os caminhos que são geometricamente imposśıveis e não contribuem, pois, para
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a radiância final.

Ainda sobre as transições internas, temos que tentar escolher distri-

buições que priorizem (localmente) a escolha de caminhos importantes. O pri-

meiro fator que podemos observar é a distribuição segundo o ângulo polar.

Considere um material perfeitamente difuso. Se distribuirmos uniformemente

as amostras sobre o hemisfério, o fator Nxj
·ωj = cos θj dará peso maior às

amostras com o ângulo polar menor. Levando isso em consideração, podemos

procurar gerar as amostras segundo uma distribuição que tenha o mesmo “for-

mato” de cos θj, isto é,

p(xj, ωj) =
Nxj
·ωj

π
, (3-6)

onde o fator 1/π é para garantir que a função integrada no hemisfério resulte

em 1 e seja, portanto, uma função de densidade de probabilidade.

Dados números ξ1 e ξ2 distribúıdos uniformemente sobre o intervalo [0, 1],

podemos gerar amostras em coordenadas polares segundo a distribuição (3-6)

por inversão da função de distribuição acumulada (que é separável no nosso

caso):

θ = cos−1
√

ξ1

φ = 2πξ2

Não vamos entrar nos detalhes sobre geração de amostras. Apenas para si-

tuar o problema, observe que, em geral, como os geradores de números

(pseudo)aleatórios dispońıveis geram somente números distribúıdos uniforme-

mente, temos que ter uma maneira de transformá-los em números segundo uma

distribuição qualquer. Consulte a bibliografia citada no apêndice sobre inte-

gração de Monte Carlo para diferentes maneiras de fazer essa transformação.

Se o vértice estiver localizado sobre uma superf́ıcie lambertiana, a es-

tratégia de transição que descrevemos gera amostras localmente de maneira

ótima. Mas, em geral, essa distribuição não esgota as possibilidades de oti-

mização. O ideal é que sejamos capazes de também levar em consideração a

BRDF na geração de amostras. Podemos então, da mesma forma que fizemos

para superf́ıcies lambertianas, tentar gerar amostas com uma distribuição pa-

recida com o produto da BRDF e o cosseno do ângulo polar. Infelizmente, em

poucos casos consegue-se fazer analiticamente a inversão da função de distri-

buição acumulada desse produto como conseguimos na situação anterior. Nes-

ses casos, uma alternativa é inverter a distribuição acumulada numericamente,

como em (Lawrence et al. 04), ou aproximar o produto por uma função que

possa ser amostrada eficientemente. De qualquer forma, a distribuição (3-6)

pode ser usada como padrão caso não se considere a BRDF.
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Como última nota, observe que, na transição final, também existe um

fator K(xk
i+1,x

k
i ,x

k
i−1), que inclui a BRDF e o fator geométrico G(x,y).

Logo, mesmo que sejamos capazes de amostrar eficientemente as fontes de

luz segundo a distribuição de Le e G, podemos estar escolhendo uma direção

que assuma uma importância baixa na BRDF, como ocorre facilmente em

uma superf́ıcie altamente especular. O resultado disso é uma variância alta

do estimador. Por outro lado, se amostrarmos segundo a BRDF, como nas

transições anteriores, em geral dificilmente iremos atingir uma fonte de luz,

o que, novamente, resultaria em uma variância alta do estimador. O ideal

seria que pudéssemos de alguma maneira combinar os dois estimadores.

(Veach & Guibas 95) introduziu a técnica de amostragem por importância

múltipla para resolver problemas como esse, onde queremos combinar em

um único estimador as vantagens de duas ou mais distribuições constrúıdas

levando-se em consideração diferentes fatores do integrando.

3.3
Roleta russa

Nas seções anteriores mostramos como construir um estimador não-

tendencioso L̂i para cada termo Li da série que estamos querendo calcu-

lar. Truncando a série no n-ésimo termo, constrúımos um estimador não-

tendencioso para a série truncada da forma

L̂ = L̂1 + L̂2 + · · ·+ L̂n.

Para amostrar L̂, então, amostramos cada L̂i separadamente e, como o valor

esperado de L̂ é a soma dos valores esperados dos estimadores L̂i, isto é, ao

seu termo Li correspondente da série, L̂ é um estimador não-tendencioso para

o truncamento da série até o n-ésimo termo. Repetindo o processo várias vezes

e tirando a média de todos os resultados, obtemos uma aproximação para

o resultado da série truncada que, pela lei dos grandes números, converge

probabilisticamente para o seu valor.

Por enquanto, vamos assumir que conhecemos um valor de n para o

qual o truncamento da série nos fornece uma aproximação suficientemente boa

para o resultado final. Em virtude da conservação de energia, quanto maior a

ordem do termo na série, menor sua contribuição para a soma total. E isso se

traduz no estimador L̂ como, na média, uma contribuição menor dos termos

L̂i para os maiores ı́ndices i. Mais ainda, além de fornecerem uma contribuição

menor, levamos mais tempo calculando os termos mais altos, já que envolvem a

amostragem de caminhos mais longos. Ou seja, estamos gastando mais tempo
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para calcular termos que contribuem menos para o resultado final.

A idéia por trás da técnica de roleta russa, introduzida na computação

gráfica por (Arvo & Kirk 90), é permitir que sejamos capazes de evitar alea-

toriamente a avaliação de alguns dos termos de somas como a nossa e, mesmo

assim, obter o resultado correto. Por exemplo, suponha que sejamos capazes de

avaliar de alguma maneira que as contribuições a partir do termo Li da soma

não são tão importantes para a radiância que estamos calculando. Então dei-

xamos de avaliar com uma probabilidade qi os termos a partir de Li, isto é, seja

ξ uma variável aleatória distribúıda uniformemente entre 0 e 1, constrúımos o

estimador

L̂′ = L̂1 + · · ·+ ˆLi−1 +

{
0 se ξ < qi

1
1−qi

(L̂i + · · ·+ L̂n) se ξ ≥ qi

E esse estimador ainda nos dá o resultado correto, já que

E[L̂′] = E[L̂1 + · · ·+ ˆLi−1] + qiE[0] + (1− qi)E

[
1

1− qi

(
L̂i + · · ·+ L̂n

)]

= E[L̂1 + · · ·+ ˆLi−1] + E[L̂i + · · ·+ L̂n]

= E[L̂1] + · · ·+ E[L̂n]

= L1 + · · ·+ Ln

Ou seja, temos um estimador que é não-tendencioso sempre que o original

também é. Com o custo de um aumento na variância, podemos ganhar

eficiência ao decidirmos evitar probabilisticamente a avaliação dos termos mais

altos na soma. E o tempo que economizamos com isso pode ser gasto gerando

mais amostras para L e melhorando a nossa estimativa. Podemos pensar que

as amostras de L̂′ estão gerando todos os caminhos, mas como os caminhos

dos termos onde paramos de avaliar não contribuem para o seu valor, não

precisam ser explicitamente geradas. Logo, mesmo gerando um número menor

de caminhos, estamos ainda estimando corretamente L como se tivéssemos

gerado um número maior de caminhos do que estamos efetivamente gerando.

Como as contribuições dos caminhos mais curtos são geralmente maiores, é

razoável escolher qi = 0 para os termos iniciais e decidir não avaliar somente

os termos mais altos.

Levando a idéia adiante, podemos construir um estimador que decide

evitar a avaliação dos termos seguintes da série a cada passo. Note também

que agora o termo onde truncamos a série pode ser arbitrariamente grande,

isto é, podemos truncar um número infinito de termos e ainda obter o resultado

correto, como se tivéssemos avaliado um número infinito de termos.
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Por motivos de eficiência, uma vez que, para amostrar o termo ˆLi−1 já

constrúımos um caminho de comprimento i− 1, se for necessário que amostre-

mos um caminho de comprimento i para amostrar o termo L̂i, reutilizamos o

caminho constrúıdo no termo anterior. Embora isso introduza uma correlação

entre os termos da soma, o que aumenta a variância de L̂′, permite gerar sig-

nificativamente mais amostras de L̂′ com uma dada restrição de tempo. Sob

o ponto de vista dos caminhos que constrúımos com as cadeias de Markov,

significa que, dado um caminho x1, . . . ,xi−1, o caminho usado para estimar

o termo seguinte pode ser constrúıdo apenas com mais uma transição que

depende apenas de xi−1. Já adiantando a implementação, construindo os ca-

minhos do comprimento menor para o maior, só precisamos guardar o vértice

final do caminho de tamanho i−1, xi−1, para amostrar o caminho de tamanho

i.

3.4
Traçado de caminhos e a equação de medição

Por último, vamos ver como o cálculo da radiância se encaixa no cálculo

das medições. Do mesmo modo que fizemos com a equação do transporte da

luz, podemos trocar o domı́nio de integração da equação de medição para as

superf́ıcies da cena, ao invés das direções do hemisfério superior em cada ponto:

S =

∫

A

∫

M
We(x0 → x1)L(x1 → x0)G(x0,x1)dAx0dAx1 ,

onde usamos a notação para a responsividade We(x0 → x1), para indicar que

x0 dá uma importância We na direção de x1. Para simplificar a notação, como

fizemos para as fontes de luz, vamos assumir que os sensores estão sobre as

superf́ıcies da cena, colocando We igual a zero para os pontos fora de A. Com

isso, a equação acima fica

S =

∫

M2

We(x0 → x1)L(x1 → x0)K(x0,x1)dAx0dAx1 ,

Mas, pela série de Neumann,

S =

∫

M2

We(x0 → x1)

( ∞∑
i=0

(RiLe)(x1 → x0)

)
G(x0,x1)dAx0dAx1

=
∞∑
i=0

∫

M2

We(x0 → x1)(R
iLe)(x1 → x0)G(x0,x1)dAx0dAx1 .
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Figura 3.2: Equação de medição como uma integral de caminhos

Expandindo (RiLe)(x1 → x0) segundo (3-1),

S =
∞∑
i=0

∫

Mi+2

We(x0 → x1)K(x0, . . . ,xi+1)Le(xi+1 → xi)dAx0 · · · dAxi+1
,

onde

K(x0, . . .xi+1) =

(
i∏

j=1

K(xj+1,xj,xj−1)

)
G(x0,x1)

= G(xi+1,xi)fr(xi+1 → xi → xi−1)× . . .

×G(x2,x1)fr(x2 → x1 → x0)G(x1,x0)

= G(xi+1,xi)fr(xi+1 ← xi ← xi−1)× . . .

×G(x2,x1)fr(x2 ← x1 ← x0)G(x1,x0).

Ou seja, a medição só aumentou em 2 o comprimento dos caminhos do espaço

em cada termo. Agora estamos, em cada termo, integrando em um espaço de

caminhos ligeiramente mais longos, onde introduzimos em uma extremidade

um vértice correspondendo a uma posição sobre o sensor, seguido do primeiro

vértice na cena, que era dado como ponto de partida fixo para calcularmos a

radiância, ou seja, agora temos mais 2 graus de liberdade para posicionar o

primeiro e segundo vértices (Figura 3.2).

Na equação, note que há uma simetria interessante entre as funções

We e Le. Por um lado, podemos ver o domı́nio como os caminhos de um

fóton que transporta energia de uma fonte de luz até atingir um sensor,

onde a sua energia é ponderada pelo fator We para nos dar uma resposta.

Mas, por outro lado, podemos interpretar os caminhos também no sentido

inverso, como os caminhos de uma part́ıcula de importância sendo emitida

pelos sensores até atingir uma fonte de luz, onde a resposta é ponderada pela

radiância emitida Le. Maneiras diferentes de interpretar e explorar esse espaço
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de caminhos nos fornecem diferentes algoritmos. Por exemplo, se construirmos

os caminhos progressivamente partindo dos sensores em direção às fontes

de luz, temos o algoritmo de (Kajiya 86) que já descrevemos. Mas também

podemos, do mesmo modo, construir os caminhos progressivamente partindo

das fontes de luz em direção ao sensor. Nesse caso, embora o algoritmo também

esteja correto, dificilmente atingiŕıamos o sensor na amostragem final com as

decisões puramente locais que fizemos nas transições internas, o que resultaria

em uma variância alta no estimador, traduzida em rúıdo na imagem final.

Embora os dois algoritmos sejam corretos, o primeiro funciona melhor pois,

em geral, como a união das superf́ıcies das fontes de luz resulta em uma

superf́ıcie bem mais extensa que a dos sensores, a probabilidade de o termo de

visibilidade assumir o valor 0 na última transição do segundo algoritmo é bem

maior que no primeiro. Mas é posśıvel construir instâncias onde o segundo

se sai melhor que o primeiro. Uma terceira alternativa é combinar as duas

estratégias, partindo-se simultaneamente dos sensores e das fontes de luz e

conectando os dois caminhos, como fazem os algoritmos de traçado bidirecional

de caminhos, desenvolvidos independentemente por (Lafortune & Willems 93)

e (Veach & Guibas 94). Variando as profundidades que se caminha vindo de

cada extremidade, temos diferentes estimadores.

Vamos concluir apresentando a equação de medição no contexto mais

espećıfico para câmeras. Pela equação (2-11), embutindo o termo cos4 θ/f no

filtro espacial,

S =
∞∑
i=0

∫

P

∫

A

∫

Mi

h(x0)K(x0, . . .xi+1)Le(xi+1 → xi)dAx0 · · · dAxi+1
.

Para estendermos o algoritmo de traçado de caminhos para calcular a medição

S, temos apenas que especificar como escolhemos o vértice inicial sobre o

suporte do sensor e o segundo vértice sobre a abertura da câmera. Note que se

quiséssemos calcular a exposição, a única diferença é que teŕıamos mais uma

integral no tempo por fora de cada termo da equação. Vamos simplificar o

problema e considerar somente o cálculo da medição e usar a aproximação para

câmeras de furo da equação (2-13). Com isso, temos somente que amostrar mais

um vértice sobre o suporte do filtro espacial. Lembre-se de que substitúımos

a amostragem sobre a abertura para evitar amostrarmos em direções que não

passavam pela abertura, e o primeiro vértice amostrado na cena fica, portanto,

determinado pela amostra na abertura. Em uma câmera de furo, essa amostra

é tratada como um caso particular, já que temos uma densidade que é um δ

de Dirac, isto é, a posição sobre o sensor já determina o próximo ponto no

caminho.



4
Arquitetura do sistema

4.1
O ciclo de amostragem do filme

O nosso ponto de partida para a descrição do sistema é a equação de

medição simplificada (2-13). Para o valor de cada pixel p, temos uma resposta

Sp =

∫

P
hp(x, y)L(x, y)dxdy,

onde P é o plano da imagem, L(x, y) é a radiância passando pelo centro da

abertura e consideramos que os filtros hp são cópias transladadas do mesmo

filtro h, que consideramos ter um suporte finito retangular.

Como esperado, o valor de cada pixel é avaliado por integração de Monte

Carlo e, para estimar o valor de cada pixel, nossa escolha foi gerar amostras

uniformemente sobre o suporte do filtro de cada pixel. Como os suportes

dos filtros de diferentes pixels normalmente se sobrepõem, podemos usar as

amostras de um pixel para melhorar a estimativa para o valor de outro. Como

as amostras são geradas uniformemente em cada pixel, podemos considerar

que estamos simplesmente gerando amostras uniformemente sobre a região da

imagem, aumentada com uma borda correspondendo ao suporte dos filtros dos

pixels na fronteira da imagem. Para simplificar a geração das amostras sobre

toda a região da imagem, as amostras são geradas seqüencialmente sobre a

“área” de cada pixel da imagem aumentada.

A classe Sampler é reponsável por gerar amostras em cada pixel. Sampler

é, na verdade, apenas uma interface e as classes que a implementam devem

ser capazes de gerar um pacote de n amostras distribúıdas uniformemente

sobre o quadrado unitário. Mais tarde, essas amostras são apropriadamente

transformadas.

Com isso, o valor da resposta de cada pixel p é estimado por

Ŝp =
A

np

np∑
i=1

hp(xi, yi)L(xi, yi),
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onde np é o número total de amostras (xi, yi) que encontraram-se sobre o

suporte do filtro do pixel p e A é a área do suporte do filtro. Embora

ligeiramente tendencioso, o valor de cada pixel geralmente é melhor estimado

por

Ŝp =

∑np

i=1 hp(xi, yi)L(xi, yi)∑np

i=1 hp(xi, yi)
, (4-1)

que usamos em nossa implementação.

A classe Sampler é reponsável por garantir que sejam geradas boas

distribuições sobre o quadrado unitário. Uma maneira de fazer isso, por

exemplo, é, ao invés de gerar cada amostra uniformemente em todo o quadrado,

estratificar a geração das n amostras dividindo o quadrado em um grid de√
n × √n quadradinhos menores e tomando uma amostra uniformemente

sobre cada quadradinho. Embora não tenha sido mencionado explicitamente,

isso é exatamente o que v́ınhamos fazendo até agora sobre toda a imagem.

Imagine se estivéssemos gerando uniformemente amostras sobre toda a região

da imagem. As distribuições resultantes provavelmente seriam bem piores que

as que estamos obtendo, ou seja, provavelmente se aglomerariam em alguns

lugares e podeŕıamos não ter nenhuma amostra gerada em grandes regiões. Se

estivermos usando um Sampler que gera amostras dessa forma em uma imagem

com N pixels, o resultado geral é que estamos estratificando em quadrados

menores a distribuição das amostras sobre a imagem como um todo.

Esse ciclo de geração e avaliação de amostras é controlado pela classe

Imager (figura 4.1). Para cada pixel da imagem aumentada, requisitamos

um pacote com n amostras do Sampler (passo 1). Para cada amostra nesse

pacote, calculamos o raio com origem na amostra indo na direção do furo

da câmera (passo 2). Em seguida, requisitamos que o Tracer nos retorne a

radiância L chegando na amostra na direção contrária à do raio (passo 3).

Por último, com o valor estimado por Tracer para a radiância, atualizamos o

valor de cada pixel cujo suporte inclui o ponto amostrado (passos 4 e 5). Para

evitarmos uma divisão cada vez que (4-1) é atualizado, basta, evidentemente,

irmos acumulando a soma do denominador e, no final, fazer uma passada para

calcular a divisão em cada pixel.

Note que não precisávamos necessariamente ter feito a aproximação

para câmeras de furo. Podeŕıamos igualmente ter partido da equação de

medição (2-10), onde teŕıamos que substituir a radiância L pela irradiância

E na resposta do sensor que estamos considerando. Com isso, as amostras do

Sampler não seriam apenas a posição da amostra sobre o plano da imagem,

mas também teriam uma posição sobre a abertura da câmera. Gerando raios

primários dessa forma, em uma câmera onde a aproximação para câmeras

de furo não fosse válida, teŕıamos uma imagem completamente desfocada.
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Figura 4.1: O ciclo de amostragem do filme

Usando, por exemplo, uma aproximação para lentes delgadas na abertura, os

raios poderiam ser gerados pela câmera já levando em consideração a refração

do raio pela lente e produzir, como conseqüência, o efeito da profundidade

de campo. Um modelo para câmeras com um sistema completo de lentes foi

proposto em (Kolb et al. 95). De maneira semelhante, podemos também incluir

uma amostra no tempo para levar em consideração a exposição, resultando no

efeito de motion blur, caso a cena seja dinâmica.

Mas note que, quando aumentamos a dimensão do espaço, o problema

de garantir uma boa distribuição das amostras, que para um pixel era um

problema 2D, virou um problema 5D, e a estratificação exigiria um número

muito grande de amostras por pixel. Mais ainda, dependendo da cena, poderia

ter o efeito de reduzir a qualidade da distribuição em alguma das dimensões

caso o mesmo número de amostras fosse usado para estratificar somente

uma dimensão, por exemplo. Não vamos entrar nos detalhes de como tentar

resolver esse problema. Mencionamos isso para fazer a observação de que,

como descrito no caṕıtulo anterior, Tracer é um estimador que é função de

um número grande de variáveis aleatórias. Então, a geração de amostras bem

distribúıdas já era um problema para nós. Certamente, a geração das amostras

de maneira apropriada para esses espaços de dimensão alta é um problema

que certamente influencia o rúıdo da imagem final que estamos calculando. No

entanto, assumimos que só tomamos esse cuidado na amostra sobre a imagem
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através de Sampler, e as demais dimensões são amostradas uniformemente.

Uma investigação futura para o sistema é estudar estratégias para a geração

de amostras com distribuições melhores, levando em consideração pelo menos

algumas dimensões mais altas ao invés de somente na primeira amostra sobre

a imagem.

Note também que a geometria da formação de imagens pela câmera pode

assumir formas diferentes da câmera de furo. Podemos usar a câmera para

calcular uma projeção ortogonal (que pode ser vista como uma câmera de furo

na qual o plano de projeção está tão longe da abertura que podemos considerar

os raios partindo da amostra na direção do furo como paralelos), ciĺındrica ou

esférica, por exemplo. Podeŕıamos usar o resultado de uma projeção esférica

para fazer environment mapping, por exemplo. A única coisa que exigimos

de uma câmera é saber mapear um par de coordenadas (x, y) parametrizado

sobre alguma superf́ıcie em um raio representando a direção da radiância que

contribui para a resposta sobre (x, y).

Por último, a classe Film é responsável por armazenar as respostas

estimadas em cada pixel. Além da imagem, guardamos também no filme a

profundidade de cada pixel e seu valor alfa, que mede a porcentagem da “área”

de cada pixel que é coberta pela projeção de alguma geometria da cena. Quando

terminarmos de gerar todas as amostras, a imagem poderá ser salva em HDR

ou quantizada em um formato convencional, após a aplicação de um operador

de tone mapping.

4.2
O núcleo da geometria

Assim como em algoritmos clássicos de traçado de raios, gastamos a

maior parte do tempo determinando a interseção entre um raio e a geometria

da cena, ou calculando a função de visibilidade V (x,y). Como o nosso problema

é exatamente o mesmo, vamos discutir brevemente a nossa escolha. Para mais

detalhes, consulte (Glassner 89).

Como em todas as técnicas baseadas em traçado de raios, a geometria

é tratada como uma caixa preta. Acrescentamos à coleção de objetos da

cena primitivas como esferas, cilindros, malhas poligonais, etc. devidamente

posicionadas segundo uma transformação e essa coleção deve ser capaz de nos

responder com eficiência as duas operações de traçado de raios. A primeira

é o teste de interseção entre um raio e a geometria, isto é, simplesmente nos

indicar se algum objeto intercepta um dado raio. A segunda, caso algum objeto

intercepte o raio, deve também nos retornar uma amostra pontual da geometria

local desse objeto.
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Para garantir que essas duas operações possam ser feitas de maneira

eficiente, dentro dessa caixa preta que consideramos ser a coleção dos objetos

da cena, os objetos são organizados em estruturas de aceleração como grids

uniformes, hierarquias de volumes envolventes, octrees, etc. . . E, como essas

estruturas organizam os objetos levando em consideração a sua distribuição

espacial, temos que ser capazes de tratar de maneira uniforme a distribuição

espacial de todas as primitivas geométricas. Isso normalmente é feito exigindo-

se que uma primitiva retorne uma geometria aproximada unificada, como uma

esfera ou uma caixa alinhada com os eixos, por exemplo, para representar a sua

distribuição espacial, isto é, exige-se das primitivas que retornem uma certa

geometria que envolva a sua extensão. Embora as primitivas possam assumir

as mais variadas formas, do ponto de vista da estrutura de aceleração suas

distribuições espaciais são todas descritas pela mesma geometria. Mas note

que, como as estruturas de aceleração são coleções de primitivas, podemos dizer

que a sua extensão espacial é a extensão da união das primitivas que contém,

e, portanto, exigindo que uma estrutura de aceleração retorne também um

volume envolvente descrevendo a sua distribuição espacial, podemos combinar

livremente diferentes estruturas de aceleração para otimizar o tempo gasto nas

operações de interseção com raios em uma cena.

Como observado em (Kirk & Arvo 88), sob esse ponto de vista as estrutu-

ras de aceleração compartilham a mesma interface das primitivas geométricas,

ou seja, exigimos tanto de uma estrutura de aceleração quanto de uma pri-

mitiva geométrica que sejam capazes de nos retornar um determinado volume

envolvente e de fazer o teste e a determinação de interseção com um raio.

Note que as próprias primitivas geométricas (esfera, malha, etc. . . )

também só precisam implementar a interface, o que deixa a liberdade para

otimizarmos à vontade as operações de interseção, incluindo o uso de estruturas

de aceleração. Por exemplo, na nossa implementação de malhas de triângulos,

usamos uma hierarquia de volumes envolventes para acelerar a interseção e

permitir que usássemos malhas que representassem geometrias suficientemente

complexas.

Em relação à transformação, consideramos a descrição hierárquica ne-

cessária somente para a descrição da cena. Então, na API e na linguagem de

descrição da cena (que é apenas uma seqüência de comandos à la RenderMan

(Renderman 99), exemplificada no apêndice B), temos uma pilha de trans-

formações, que é “achatada” dentro da representação interna da cena. A trans-

formação está associada a uma primitiva (Primitive), que referencia uma pri-

mitiva geométrica (Shape). Isso permite que criemos várias instância de uma

mesma primitiva geométrica com diferentes transformações e materiais.
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4.3
Estratégias para calcular a radiância

Na primeira seção consideramos como dada a classe Tracer, que nos

retornava a radiância L(x ← C). Podemos usar aqui a estratégia que quiser-

mos, basta apenas retornar uma radiância. Por exemplo, podemos considerar

somente a iluminação direta amostrando apenas as fontes de luz na primeira

interseção do raio com a cena, ou, o que nos interessa mais, a solução completa

usando o traçado estocástico de caminhos que apresentamos no caṕıtulo ante-

rior. Outros algoritmos, como mapeamento de fótons e traçado bidirecional de

caminhos, também se encaixam perfeitamente aqui.

Embora aqui também se encaixassem soluções usando outros métodos,

baseados em radiosidade, por exemplo, as demais classes do sistema foram

constrúıdas tendo em mente que teriam que dar suporte para algoritmos de

traçado de raios baseados no método de Monte Carlo, a classe de algoritmos

que estamos considerando.

Uma classe que implementa um algoritmo espećıfico tem apenas que

implementar o método computeRadiance. Mais tarde, vamos descrever como

o algoritmo de traçado de caminhos descrito no caṕıtulo anterior implementa

esse método.

4.4
Materiais

As propriedades de reflexão de uma superf́ıcie são descritas pela sua

BRDF. Todas as BRDFs compartilham uma interface comum extráıda das

exigências dos algoritmos baseados em integração de Monte Carlo, como

o traçado estocástico de caminhos que apresentamos no caṕıtulo anterior.

Basicamente, devemos ser capazes de avaliar pontualmente uma BRDF e, se

posśıvel, amostrá-la por importância.

Deixamos de fora a inclusão de mapeamento de textura, que não apre-

senta dificuldades além das usuais. Texturas, como de costume, seriam usadas

aqui para parametrizar fr sobre a superf́ıcie. Assumimos que os parâmetros de

fr são constantes ao longo de uma superf́ıcie e podemos, portanto, abreviar a

notação de uma BRDF para fr(ωi ↔ ωo).

Freqüentemente, os algoritmos dependem que sejamos capazes de separar

uma BRDF em uma componente difusa e uma especular, hipótese que é feita

com base na própria descrição de grande parte dos modelos para BRDF, que

normalmente são separados dessa forma. Essa separação torna conveniente a

especificação de vários tipos de BRDFs. Por exemplo, podemos usar o modelo

de Cook-Torrance, para a componente especular, combinado com o modelo
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de Oren-Nayar, para a componente difusa. Fazemos essa separação apenas no

material, onde podemos acessar a soma das duas componentes ou cada uma

individualmente. Com isso, em um material, a BRDF é descrita como:

fr(ωi ↔ ωo) = fd(ωi ↔ ωo) + fs(ωi ↔ ωo).

Por especular, queremos dizer componentes que tenham uma dependência

direcional significativa. Não consideramos reflexões perfeitamente especulares,

que devem ser tratadas nos algoritmos como casos especiais que não foram

considerados.

Mais tarde iremos descrever como acoplamos em uma única BRDF a

soma das duas componentes. Mas antes vamos descrever a interface comum a

todas as BRDFs.

4.4.1
BRDF

As BRDFs são descritas de maneira mais conveniente quando usamos um

sistema de coordenadas local à geometria. Quando pedimos a interseção de um

raio com a geometria da cena, o núcleo de geometria do sistema nos retorna,

no sistema global, o ponto x de interseção e uma base ortonormal uvw com

o vetor w na direção da normal da superf́ıcie. Com essa informação, fica fácil

transformar uma direção no sistema de coordenadas global para o sistema local

e vice-versa, já que só envolve uma transformação ortogonal. Então, do ponto

de vista dos métodos implementados em uma BRDF, assumimos que a normal

da superf́ıcie no ponto x no sistema local é o vetor unitário na direção do

eixo z e os eixos x e y estão, portanto, no plano tangente à superf́ıcie. A classe

Material é reponsável por transformar uma direção do sistema de coordenadas

global para o local antes de passá-la para uma BRDF e por converter uma direção

retornada pela BRDF do sistema local para o global.

Em primeiro lugar, devemos ser capazes de avaliar pontualmente uma

BRDF, isto é, dadas as direções ωi e ωo, uma BRDF deve ser capaz de retornar

fr(ωi ↔ ωo). Na maioria dos casos, usamos BRDFs descritas analiticamente,

onde avaliar a BRDF envolve apenas calcular uma expressão em função das

direções ωi e ωo. Simplificando a linguagem, uma BRDF deve implementar um

método do tipo:

spectrum brdf::evaluate(vector wi, vector wo);

Onde spectrum é um tipo que representa alguma grandeza que varia com o

comprimento de onda, como a BRDF.



Caṕıtulo 4. Arquitetura do sistema 55

Em segundo lugar, pelo que vimos no caṕıtulo anterior, é importante que

sejamos capazes de amostrar por importância uma BRDF. Fixada uma direção

ωo, uma BRDF deve gerar uma amostra ωi.

spectrum brdf::sample(vector wo, vector *wi, float *pdf);

Retornando, além da direção amostrada, fr(ωi ↔ ωo) e a função de densidade

usada para gerar as amostras avaliada na direção da amostra retornada.

Convecionamos que a densidade é medida em relação ao ângulo sólido. Como

padrão, amostramos uma BRDF tratando-a como perfeitamente difusa, isto

é, se uma BRDF não sobrescrever o método de amostragem, ela é amostrada

como se fosse perfeitamente difusa, onde a densidade que usamos é a descrita

no caṕıtulo anterior. Caso seja posśıvel amostrá-la segundo uma distribuição

melhor, o método pode ser sobrescrito. Note que aqui consideramos que a

amostragem por importância inclui o cosseno do ângulo polar, ou seja, se

posśıvel, a BRDF deve levar em consideração esse fator.

Também exigimos que uma BRDF implemente um método que retorna

a função de densidade que usa para gerar amostras:

float brdf::pdf(vector wo, vector wi);

4.4.2
Acoplamento de componentes difusa e especular

Um material é composto de uma componente difusa e uma especular.

Vamos agora descrever como um material usa uma interface de acopla-

mento entre duas componentes, chamadas difusa e especular, para gerar amos-

tras segundo uma distribuição combinada:

Para a BRDF total, basta simplesmente somar as avaliações das compo-

nentes difusa e especular. Cada componente implementa sua avaliação parti-

cular.

Em um material, separamos a BRDF fr em uma componente especular

fd e uma difusa fs:

fr(ωi ↔ ωo) = fd(ωi ↔ ωo) + fs(ωi ↔ ωo).

A descrição da BRDF como a soma de duas componentes que foram

chamadas de difusa e especular é só uma conveniência para fixar o número

de componenentes e traduzir o fato de que grande parte dos materiais são

descritos dessa forma. E não há perda de generalidade com isso, basta definir

a componente difusa como igual a zero e definir qualquer outra BRDF como

especular.
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Dadas duas direções wi e wo, a soma da combinação é simplesmente a

soma das BRDFs individuais:

spectrum brdf_combine::evaluate(vector wi, vector wo)

{

return diffuse.evaluate(wi.wo) + specular.evaluate(wi, wo);

}

Devemos também ser capazes de amostrar por importância uma direção

segundo a BRDF combinada. Assumindo que sabemos amostrar as componen-

tes difusas e especulares individualmente, a BRDF como um todo é amostrada

por uma distribuição condicional. Supondo que a componente difusa tem uma

importância ρd e a especular ρs, seja ρ = ρd/(ρs + ρd), usando uma variável

aleatória ξ distribúıda uniformemente entre 0 e 1 para escolher entre uma

componente ou outra, estamos amostrando segundo a densidade combinada

p(xi → ω) = p(xi → ω|ξ < ρ)p(ξ < ρ) + p(xi → ω|ξ ≥ ρ)p(ξ ≥ ρ)

= pd(xi → ω)ρ + ps(xi → ω)(1− ρ)

Com isso, a implementação da combinação fica

spectrum brdf::sample(vector wo, vector *wi, float *pdf)

{

float pdf_d, pdf_s;

float f;

if (random(0,1) < rho) {

f = diffuse.sample(wo, wi, &pdf_d);

f += specular.evaluate(*wi, wo);

specular.pdf(wo, wi, &pdf_s);

} else {

f = specular.sample(wo, wi, &pdf_s);

f += diffuse.evaluate(*wi, wo);

diffuse.pdf(wo, wi, &pdf_d);

}

*pdf = rho*pdf_d + (1-rho)*pdf_s;

return f;

}

Por último, a avaliação da densidade usada para gerar uma amostra wo

espećıfica é simplesmente a combinação das densidades individuais.
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float brdf::pdf(vector wo, vector wi)

{

float pdf_d, pdf_s;

diffuse.pdf(wo, wi, &pdf_d);

specular.pdf(wo, wi, &pdf_s);

return rho*pdf_d + (1-rho)*pdf_s;

}

4.5
Fontes de luz

Transformamos todas as primitivas de uma cena em uma fonte de luz em

potencial associando uma Primitive a zero ou uma fonte de luz. Se houver a

referência, então a primitiva é emissora. Para que sejamos capazes de amostrar

diretamente as superf́ıcies que são emissoras, a cena guarda também a coleção

das fontes de luz.

Para facilitar a discussão, assumimos que a emissão das fontes de luz é

uniforme sobre toda a sua superf́ıcie e não tem dependência direcional, isto é,

estamos considerando apenas emissores difusos. Com isso, a função Le(x→ ω)

é uma constante sobre toda a superf́ıcie de cada fonte de luz.

No caṕıtulo anterior, vimos que devemos saber amostrar uma fonte de luz

dado um ponto (e a geometria local) sobre uma superf́ıcie da cena para guiar a

transição final em um caminho, que irá gerar raios em direção às fontes de luz

na cena e corresponder à iluminação atingindo diretamente uma superf́ıcie.

Vamos assumir por enquanto que só temos uma fonte de luz na cena.

Resta ainda o problema de, dados o ponto e a normal sobre a superf́ıcie,

gerar amostras sobre as fontes de luz segundo uma densidade que traduza

os fatores importantes nessa iluminação direta (desconsiderando a BRDF).

Como estamos supondo que as fontes de luz são difusas, o problema se torna

puramente geométrico. E, mesmo que as fontes possam ter uma dependência

direcional, dificilmente consegue-se gerar distribuições que também levem isso

em consideração, ou seja, geralmente supõe-se que os emissores são difusos

para a geração de amostras. Com isso, todo o esforço na geração de amostras

está concentrado nas primitivas geométricas, como esferas, triângulos, etc. . .

Com isso, além do termo de visibilidade, que dificilmente consegue-se le-

var em consideração, temos 3 fatores que devem ser levados em consideração

para gerarmos as amostras: a geometria local da fonte, o seu ângulo sólido

determinado no hemisfério sobre o ponto iluminado e, ainda, o ângulo sólido
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projetado. No primeiro caso, desconsideramos completamente a geometria lo-

cal do ponto iluminado. Com isso, deixamos de levar em consideração o fator

geométrico. Nesse caso, a estratégia mais comum é gerarmos amostras dis-

tribúıdas uniformemente sobre a superf́ıcie. Ao desconsiderarmos a geometria

do ponto iluminado, estamos ignorando por completo o fator geométrico da

última transição no integrando. Nesse caso, fontes de aumento da variância do

estimador incluem, por exemplo, uma fonte de luz muito grande, onde inverso

do quadrado da distância entre o ponto iluminado e o amostrado podem variar

significativamente, embora estejamos dando a mesma importância a todos eles.

Variações na orientação da fonte também são uma fonte de rúıdo aqui. Para

permitir que as geometrias sejam capazes de fazer o melhor posśıvel, inclúımos

na classe Shape um método que amostra sem passar a geometria do ponto

iluminado, que é o que a maioria das geometrias implementa, amostrando uni-

formemente sobre a área, e um passando também a geometria local, que é

implementado, por padrão, simplesmente chamando o primeiro método que só

leva em consideração a área. Isso significa que uma geometria deve ser capaz

de ser amostrada pelo menos por área para ser usada como fonte de luz.

Sabemos então amostrar uma fonte de luz em separado. Para gerar

amostras sobre a união das NL superf́ıcies emissoras, como a radiância é linear

em função de Le, podemos separar cada termo da série de Neumann como

uma soma de NL termos correspondendo a cada fonte de luz. Para evitarmos

ter que gerar uma amostra sobre cada fonte, podemos usar a técnica de roleta

russa para avaliar somente um dos termos. Se cada termo é escolhido segundo

uma probabilidade qi, a contribuição da amostra gerada pelo termo escolhido

é ponderada por 1/qi. Por exemplo, se escolhermos com igual probabilidade de

amostrar cada fonte de luz, então multiplicamos por NL o valor do estimador

pela fonte de luz escolhida. Outra escolha para os vários qis é a fração da

potência de cada fonte em relação à potência total de todas as superf́ıcies.

4.6
Traçado estocástico de caminhos

Com as classes de suporte que definimos, implementar o algoritmo

de traçado estocástico de caminhos descrito no caṕıtulo anterior torna-se

relativamente simples.

Como descrito no caṕıtulo anterior, estamos calculando a soma

L̂ = L̂0 + L̂1 + · · ·+ L̂i + · · ·

decidindo recursivamente truncar a série em cada passo segundo uma probabili-
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dade qi. Isto é, para amostrar esse estimador recursivo, em cada passo usamos

uma variável aleatória ξi gerada com distribuição unifome para decidir com

probabilidade qi se truncamos a série. Se ξi < qi, então paramos a avaliação e

retornamos da recursão. Caso contrário, amostramos o termo L̂i e amostramos

recursivamente os termos seguintes da série. O valor retornado pela chamada

recursiva é ponderado por 1/(1− qi) para levar em consideração os termos que

podeŕıamos não ter avaliado, somado com a amostra de L̂i, e o resultado é

a amostra retornada. Claramente, não precisamos gerar as amostras recursi-

vamente, já que o peso final de cada termo L̂i é simplesmente o produto dos

fatores 1/(1−qj) acumulados na volta da recursão. O objetivo dessa seção final

é decrever em detalhe a geração de amostras para esse estimador segundo essa

formulação iterativa.

Na i-ésima iteração, acumulamos em uma variável radiance a contri-

buição de um caminho amostrado de comprimento i para a radiância total.

spectrum radiance = 0;

spectrum weight = 1;

for (i = 1; ; i++) {

Como mencionado, uma vez que precisamos amostrar um caminho de

comprimento i − 1 para avaliar o estimador para o termo Li−1 da soma,

para construir o caminho para o termo Li podemos reutilizar o caminho

de comprimento i − 1 que já foi constrúıdo. Mas como a transição final do

caminho de comprimento i−1 foi feita levando-se em consideração a iluminação

incidente, não queremos simplesmente reutilizar como prefixo todo o caminho

anterior, já que nas transições intermediárias de um caminho estamos levando

em consideração somente a amostragem por importância das BRDFs. Então

reutilizamos o caminho de comprimento menor até o seu penúltimo vértice ao

invés do último.

Uma maneira elegante de fazer isso é usar a invariante de que, no ińıcio

de cada iteração do for, a origem do raio representa o penúltimo vértice do

caminho anterior e a direção do raio já fornece a direção para o penúltimo

vértice do caminho corrente. Na primeira iteração, o raio é o fornecido

como parâmetro para a própria função computeRadiance. Garantimos essa

invariante simplesmente descartando, no final de cada iteração, o vértice final

do novo caminho, localizado sobre uma fonte de luz, e, olhando para a frente,

na origem do raio guardamos seu penúltimo vértice e, na direção, uma amostra

segundo a BRDF da superf́ıcie onde se encontra esse penúltimo ponto.

Assumindo essa invariante, no ińıcio do for temos somente a direção

para o penúltimo vértice do caminho de comprimento i, então temos ainda
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que determinar a interseção do raio com a geometria da cena para encontrar

a sua posição. Caso o raio não intersecte a cena, pela maneira como estamos

construindo os caminhos, podemos truncar a série desse ponto em diante.

if (!rayIntersect(ray, scene, &intersection))

break;

Em seguida, determinamos se vamos ou não truncar a série depois

do termo i, inclusive. Tomamos essa decisão baseados em uma informação

puramente local. Para simplificar o problema, vamos assumir que as superf́ıcies

têm um coeficiente de reflexão ρ, que mede a probabilidade de uma part́ıcula

ser reemitida ao interagir com o material. Com isso, para decidir se devemos

truncar ou não a série, estamos usando a noção de que se um caminho passar

por um material pouco refletivo, então, por uma visão local, provavelmente os

caminhos que seguem a partir desse ponto também não contribuem muito

para a radiância total. Com isso, descartamos caminhos em regiões que

consideramos localmente serem menos importantes. Como são os caminhos

curtos que contribuem em grande parte para uma imagem, evitamos aumentar

a variância nesses caminhos tomando essa decisão somente após um certo

número de termos já terem sido avaliados:

if (i > minlength) {

rho = intersection.material.rho;

if (random(0,1) < rho)

break;

weight *= 1/(1-rho);

}

Assumindo que ainda não truncamos a série, o próximo passo é amostrar

o vértice final do caminho do termo Li segundo a iluminação incidente.

Uma vez amostrado o vértice final, a contribuição total do caminho é dada

ponderando-se a emissão no vértice final pelo produto de todos os fatores ao

longo do caminho, acumulado na variável weight. Para levar em consideração

a radiância que atinge diretamente uma fonte de luz, temos ainda que somar

a radiância na primeira transição.

if (i == 0)

radiance += intersection.light.Le(); // weight == 1

wo = -ray.direction;

radiance += weight*direct_lighting(intersection, wo);
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onde direct_lighting é uma das técnicas de amostragem das fontes de luz

em uma cena descrita na seção anterior.

Para estender o caminho para o termo seguinte na série, amostramos a

direção do próximo vértice por importância segundo a BRDF do material:

brdf = intersection.material.sample(wo, &wi, &pdf);

weight *= brdf*dot(intersection.normal, wi)/pdf;

E podemos garantir a invariante para o caminho seguinte:

ray = ray(intersection.p, wi);

Ao final da iteração, retornamos a radiância total calculada:

}

return radiance;

Para clarificar a exposição, omitimos o cálculo da profundidade e do canal

alfa.



5
Resultados

Este caṕıtulo apresenta exemplos ilustrando o sistema e as técnicas des-

critas nos caṕıtulos anteriores. Faremos uma análise essencialmente qualitativa

dos resultados.

Com o traçado estocástico de caminhos, somos capazes de calcular

todos os tipos de inter-reflexões entre as superf́ıcies de uma cena. A figura

5.1 compara duas imagens, onde uma foi gerada levando-se em consideração

apenas a iluminação direta e, a segunda, a equação completa do transporte

da luz. Note que a primeira, embora seja capaz de capturar as regiões de

sombra (incluindo penumbra) da estátua projetada sobre o chão e a parede,

desconsidera vários caminhos importantes que se manifestam claramente na

segunda imagem. Por exemplo, é incapaz de capturar as reflexões difusas da

parede direita sobre a região que está completamente em sombra na estátua

na primeira imagem. Essa reflexão, além de iluminar a região de sombra, é

responsável pela aparência esverdeada no lado direito da estátua. O teto, que

está ligeiramente acima da fonte de luz, só é iluminado pela luz que o atinge

indiretamente. A figura 5.2 mostra a iluminação indireta capturada por uma

superf́ıcie altamente especular.

O maior problema do traçado estocástico de caminhos é a variância nos

estimadores, percebida como rúıdo nas imagens geradas caso não seja utilizado

um número suficientemente grande de caminhos. A figura 5.3 mostra o rúıdo

sendo progressivamente reduzido em uma cena calculada com 1, 10 e 100

caminhos por pixel. Normalmente, um número tão baixo de caminhos não

é suficiente para reduzirmos o rúıdo de uma imagem a ńıveis aceitáveis. A

figura 5 mostra uma situação mais complicada, onde inclúımos uma superf́ıcie

especular, usando 4, 25, 81 e 1000 amostras por pixel. Note que o rúıdo só foi

reduzido a ńıveis equivalentes ao da cena difusa anterior quando amostramos

1000 caminhos em cada pixel, correspondendo a mais de 200 milhões de

caminhos em toda a cena, em aproximadamente 5 horas e meia de execução.

Por último, note que, embora as malhas utilizadas sejam relativamente

complexas, as estruturas de aceleração garantem que as operações de interseção

da geometria com um raio possam ser executadas com eficiência. A figura 5.5
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mostra uma cena onde o modelo do dragão tem quase 900 mil triângulos,

embora, com 10 amostras por pixel, a imagem tenha sido gerada em apenas 3

minutos.
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(a) (b)

Figura 5.1: A imagem (a) foi calculada levando-se em consideração somente
a iluminação direta, enquanto a imagem (b) leva em consideração todas as
posśıveis trocas de energia luminosa entre as superf́ıcies.

Figura 5.2: Iluminação indireta capturada na reflexão de uma superf́ıcie
especular.
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(a) (b)

(c)

Figura 5.3: O problema do algoritmo de traçado de caminhos é que se não
usarmos um número suficiente de amostras por pixel, a imagem resultante
apresentará muito rúıdo. Compare o ńıvel de rúıdo entre as 3 imagens. Na
imagem (a) usamos apenas 1 amostra por pixel e, na (b), o ńıvel de rúıdo
já foi reduzido significativamente quando aumentamos para 10 o número
de amostras. Na imagem (c), praticamente eliminamos o rúıdo usando 100
caminhos em cada pixel.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.4: Quando inclúımos uma superf́ıcie especular na cena, o rúıdo torna-
se mais significativo. As imagens (a), (b), (c) e (d) foram geradas com 4, 25,
81 e 1000 caminhos por pixel, respectivamente.
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Figura 5.5: Embora a malha da estátua desse dragão tenha quase 900 mil
triângulos, as estruturas de acelaração garantem a eficiência das operações de
interseção e permitem que, com 10 amostras por pixel, imagens como essa
sejam geradas em cerca de 3 minutos.



6
Conclusão e trabalhos futuros

Nesta dissertação, apresentamos a arquitetura de um sistema para a

geração de imagens fotorrealistas. Fomos guiados principalmente pela descrição

do processo de formação de imagens segundo a f́ısica da propagação da luz.

Partindo da motivação imprecisa de que estávamos interessados em gerar

com o computador imagens parecidas com uma fotografia, mostramos como

esse problema pode ser formulado de maneira matemática precisa através da

equação do transporte da luz.

Para resolver o problema, nos concentramos na classe de algoritmos

de traçado de raios baseados no método de Monte Carlo. Estudando o

algoritmo de traçado estocástico de caminhos, extráımos as interfaces comuns

necessárias para descrevermos a geometria, materiais e fontes de luz em uma

cena. Encerramos apresentando a implementação de um algoritmo de traçado

estocástico de caminhos e mostrando algumas imagens que o sistema foi capaz

de gerar.

As imagens geradas apresentam claramente os efeitos realistas da pro-

pagação da luz, como interreflexões difusas entre superf́ıcies, por exemplo,

embora, evidentemente, com base nos resultados apresentados, não podemos

afirmar ainda que somos capazes de gerar imagens fotorrealistas. Essa dis-

sertação foi apenas um primeiro passo significativo nessa direção. Em cima

da arquitetura que constrúımos, estamos agora em posição de nos concentrar

em aspectos pontuais do sistema que vão contribuir consideravelmente para a

qualidade das imagens geradas. Por exemplo, um passo relativamente simples

agora é experimentarmos outros modelos para BRDFs que sejam capazes de

traduzir aparências mais complexas para as superf́ıcies. Outro ponto que con-

sideramos importante é estudarmos com mais cuidado a geração das amostras.

Constatamos também que, como é frequentemente mencionado, o algo-

ritmo de traçado estocástico de caminhos é, em geral, extremamente lento.

Devemos considerar algoritmos que explorem de maneira mais global o espaço

de caminhos, como o algoritmo de traçado bidirecional de caminhos e o mape-

amento de fótons.
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A
Integração de Monte Carlo

A.1
Quadratura determińıstica

Quando queremos resolver numericamente uma integral

I =

∫ b

a

f(x)dx, (A-1)

uma possibilidade é aproximá-la pela integral de uma outra função mais

simples cuja integral seja conhecida analiticamente, como polinômios, onde

podemos aplicar o teorema fundamental do cálculo. Essa é a idéia por trás dos

métodos clássicos de quadratura, como o método dos trapézios e o método de

Simpson (Press et al. 92), dois exemplos da famı́lia de métodos classificados

como fórmulas de Newton-Cotes.

Mais geralmente, as regras de quadratura são somas da forma

I ≈
n∑

i=1

wif(xi), (A-2)

que exigem a avaliação da função f em n pontos de seu domı́nio. Uma

vez satisfeitas certas condições de suavidade, a taxa de convergência desses

métodos é tipicamente de O(n−r) para algum inteiro r > 1.

Para funções a várias variáveis, a situação se complica significativamente.

Em primeiro lugar, enquanto o domı́nio de integração no caso unidimensional é

simplesmente um intervalo, no caso multidimensional, ele pode assumir formas

bem mais complicadas. Em segundo lugar, embora as regras de quadratura

possam ser estendidas para funções a mais de uma variável, além de exigirem

condições de suavidade que freqüentemente não são satisfeitas na prática, em

um domı́nio d-dimensional, o número de amostras necessárias para que se

obtenha o erro equivalente ao caso unidimensional com n amostras cresce com a

d-ésima potência de n. Com isso, a eficiência passa a diminur exponencialmente

com o crescimento de d, pois agora temos uma convergência de O(n−r/d).

E, mais ainda, embora as extensões das regras de quadratura para o caso

multidimensional evidentemente não esgotem os algoritmos para integração
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numérica multidimensional, foi provado que todas as regras determińısticas de

quadratura também sofrem o mesmo problema de dependência da dimensão,

ou seja, esse impasse não é simplesmente uma conseqüência da falta de algo-

ritmos melhores, mas de uma caracteŕıstica intŕınseca ao problema. Consulte

(Traub & Werschulz) para uma discussão mais formal sobre a teoria da com-

plexidade para problemas como o da integração numérica, onde a entrada dos

algoritmos (um conjunto finito de amostras da função, no caso da integração)

é uma informação parcial que não especifica unicamente uma instância do

problema.

Esses resultados pessimistas servem como motivação para o uso de uma

classe completamente distinta de algoritmos não determińısticos baseados em

amostragem aleatória.

A.2
Um breve histórico

Métodos numéricos que fazem uso de amostragem aleatória são classi-

ficados como métodos de Monte Carlo, em referência ao célebre cassino do

Principado de Mônaco. O exemplo mais antigo que se conhece do emprego de

técnicas com essa natureza é o famoso experimento da agulha feito pelo Conde

de Buffon (Buffon 1777): jogando várias vezes uma agulha de comprimento L

sobre o chão, formado por tábuas de largura d, ele queria determinar a pro-

babilidade P de a agulha atingir uma das linhas paralelas formadas na junção

das tábuas. Analisando o problema, também mostrou que a probabilidade era

P =
2L

πd
.

Anos mais tarde, em uma sugestão de Laplace, esse resultado foi apontado

como um experimento que poderia ser usado para calcular o valor de π.

Apesar dessa e de outras aparições isoladas de amostragem aleatória na

solução de problemas numéricos, os chamados métodos de Monte Carlo só

foram realmente desenvolvidos e popularizados logo após o fim da Segunda

Guerra Mundial, quando cientistas como Stanislaw Ulam, John Von Neumann

e Nicholas Metropolis se reuniram em Los Alamos para o projeto da bomba

de hidrogênio. Motivados pela construção do primeiro computador eletrônico

nos Estados Unidos, o ENIAC, eles usaram técnicas de amostragem aleatória

para calcular a trajetória de nêutrons.
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A.3
Integração de Monte Carlo

Embora métodos de Monte Carlo englobem uma famı́lia bem mais geral

de algoritmos, nós estamos apenas interessados na classe mais restrita de

métodos de Monte Carlo usados para fazer integração numérica. Então vejamos

como podemos usar amostragem aleatória para resolver o nosso problema de

integração unidimensional (equação A-1).

Uma alternativa às regras de quadratura é calcular o valor médio de f no

intervalo [a, b] e multiplicar o resultado pelo comprimento do intervalo, pois

I =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx =
I

b− a
.

Gerando n amostras independentes x1, x2, . . . , xn com distribuição uniforme

no intervalo [a, b], a média de f pode ser estimada pela média das amostras, o

que nos leva ao seguinte estimador para a integral:

In =
b− a

n

n∑
i=1

f(xi).

Na média, esse estimador nos dá o resultado correto, já que seu valor

esperado é

E[In] = E

[
b− a

n

n∑
i=1

f(xi)

]

=
b− a

n

n∑
i=1

E[f(xi)]

=
b− a

n

n∑
i=1

E[f(x)]

=
b− a

n
nE[f(x)]

= (b− a)E[f(x)]

= (b− a)

∫ b

a

f(x)
1

b− a
dx

= I.

Mais formalmente, a convergência (em um sentido probabiĺıstico) é garantida

pela lei dos grandes números, que nos diz que

P

(
lim

n→∞
1

n

n∑
i=1

f(xi) = E[f(x)]

)
= 1
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Note que, mesmo que a variância do estimador não exista, a convergência ainda

é garantida, embora mais lentamente.

Assumindo que a variância existe, podemos usar a desigualdade de

Chebychev para calcular o erro do estimador (novamente, em um sentido

probabiĺıstico). Usando o fato que E[In] = I,

P

(
|In − I| ≥

√
V [In]

δ

)
≤ δ,

onde δ é um número real positivo arbitrário. E como

V [In] = V

[
b− a

n

n∑
i=1

f(xi)

]

=
(b− a)2

n2

n∑
i=1

V [f(xi)]

=
(b− a)2

n2
nV [f(x)]

=
(b− a)2

n
V [f(x)]

=
(b− a)2

n

(∫ b

a

f(x)2 1

b− a
dx− I2

(b− a)2

)

=
1

n

(
(b− a)

∫ b

a

f(x)2dx− I2

)
, (A-3)

temos que

P

(
|In − I| ≥ b− a√

n

√
V [f(x)]

δ

)
≤ δ.

Ou seja, uma vez fixado um valor para δ, o erro decresce com
√

n. Mais

informalmente, escolhendo um valor bem pequeno para δ, à medida que

tomamos um número maior de amostras estamos estreitando a faixa de valores

que In provavelmente deve assumir.

Embora o estimador nos forneça o resultado correto quando as amostras

são geradas com uma distribuição uniforme, a equação A-3 nos dá uma

indicação de que podemos fazer melhor e diminuir a variância caso as amostras

sejam geradas com uma distribuição mais apropriada. Isto é, gerando n

amostras independentes x1, . . . , xn segundo uma função de densidade p e

usando o estimador

In =
1

n

n∑
i=1

f(xi)

p(xi)
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para a integral, o valor esperado é ainda o valor correto

E[In] = E

[
1

n

n∑
i=1

f(xi)

p(xi)

]

=
1

n

n∑
i=1

E

[
f(xi)

p(xi)

]

=
1

n

n∑
i=1

E

[
f(x)

p(x)

]

= E

[
f(x)

p(x)

]

=

∫
f(x)

p(x)
p(x)dx

=

∫
f(x)dx

= I.

Nesse caso, a variância é

V [In] = V

[
1

n

n∑
i=1

f(xi)

p(xi)

]

=
1

n2

n∑
i=1

V

[
f(x)

p(x)

]

=
1

n
V

[
f(x)

p(x)

]

=
1

n

(
E

[(
f(x)

p(x)

)2
]
− E

[
f(x)

p(x)

]2
)

=
1

n

(∫ (
f(x)

p(x)

)2

p(x)dx− I2

)

=
1

n

(∫
f(x)2

p(x)
dx− I2

)
, (A-4)

o que nos diz que uma escolha correta da função de densidade p pode reduzir

significativamente o erro.

As vantagens principais da integração de Monte Carlo em relação aos

métodos determińıstico são, em primeiro lugar, que, sem fazer qualquer

hipótese sobre a suavidade do integrando, a integração de Monte Carlo estende-

se naturalmente a funções com mais de uma variável mantendo a mesma con-

vergência de O(n−1/2). Para isso, basta que se utilize uma função de densidade

de probabilidade com a dimensão correspondente para a geração das amos-

tras. Outra vantagem marcante é a simplicidade, pois, para usar o método,
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precisamos simplesmente saber gerar amostras aleatórias e avaliar a função f

no ponto amostrado. Isso é altamente desejável do ponto de vista de uma im-

plementação orientada a objetos, pois significa que temos uma interface bem

definida para esses estimadores.

A.4
Técnicas de redução da variância

Na seção anterior, vimos que uma escolha apropriada da função de

densidade p pode reduzir significativamente o erro do estimador. A distribuição

ótima ocorre quando p é da forma p(x) = λf(x), onde

λ =
1∫

f(x)dx
,

quando o estimador tem variância zero, já que

In =
f(x)

λf(x)
=

1

λ
.

Evidentemente, não podemos usar esse estimador, já que exige o conhe-

cimento de I, que é justamente o que estamos querendo calcular e nos trouxe

até aqui! Na prática, esse estimador ótimo indica que as amostras devem ser

geradas com um estimador que tenha mais ou menos o mesmo “formato” do

integrando, prinćıpio conhecido como amostragem por importância. Em com-

putação gráfica, esse prinćıpio é especialmente útil, pois é comum termos no

integrando BRDFs com direções de alta especularidade, ou um pequeno ângulo

sólido onde a radiância incidente é bem mais forte devido à presença de uma

fonte de luz. Segundo o prinćıpio da amostragem por importância, devemos

usar distribuições que priorizem a geração de amostras nessas direções.

Uma outra técnica para a redução da variância é a estratificação. Na

estratificação, o domı́nio de integração é particionado em vários subdomı́nios

e a integral é avaliada separadamente em cada subdomı́nio por integração de

Monte Carlo, geralmente com, no máximo, uma amostra por domı́nio. Pode-se

mostrar que a variância em uma amostragem estratificada nunca é pior que a

do estimador não estratificado.

Existem várias outras técnicas de redução da variância, embora as duas

mencionadas sejam de longe as mais aplicadas em computação gráfica. Para

outras técnicas de redução de variância, assim como boas referências para

métodos de Monte Carlo, consulte (Kalos & Whitlock 86), (Rubinstein 81) e

(Hammersley & Handscomb 64).



B
Exemplos de Descrição de Cena

Display happy_buddha.exr exr

Resolution 512 512

PixelSampler JITTER 25

PixelFilter BOX 1 1

Pinhole 278 273 -800 278 273 -799 0 1 0 -0.0125 0.0125 -0.0125 0.0125 0.035

Background 0 0 0

BeginScene PATHTRACER

# Floor

Lambert 0.75 0.75 0.75

Triangle 552.8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 552.8 0.0 559.2

Triangle 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 559.2 552.8 0.0 559.2

# Ceiling

Triangle 552.8 548.8 0.0 552.8 548.8 559.2 0.0 548.8 0.0

Triangle 0.0 548.8 0.0 552.8 548.8 559.2 0.0 548.8 559.2

# Back wall

Triangle 552.8 0.0 559.2 0.0 0.0 559.2 0.0 548.8 559.2

Triangle 552.8 0.0 559.2 0.0 548.8 559.2 552.8 548.8 559.2

# Left wall (Red)

Lambert 0.6 0.05 0.05

Triangle 552.8 0.0 0.0 552.8 0.0 559.2 552.8 548.8 559.2

Triangle 552.8 0.0 0.0 552.8 548.8 559.2 552.8 548.8 0.0

# Right wall (Green)

Lambert 0.1 0.4 0.1

Triangle 0.0 0.0 559.2 0.0 0.0 0.0 0.0 552.8 0.0
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Triangle 0.0 0.0 559.2 0.0 552.8 0.0 0.0 552.8 559.2

# Happy Buddha

Lambert 0.75 0.75 0.75

PushTransform

Translate 200 0 300

Scale 2000 2000 2000

Rotate 180 0 1 0

Translate 0 -0.049 0

Mesh "happy_buddha.ply"

PopTransform

# Light

DiffuseEmitter 1 1 1

Triangle 343.0 548.5 227.0 343.0 548.5 332.0 213.0 548.5 227.0

Triangle 213.0 548.5 227.0 343.0 548.5 332.0 213.0 548.5 332.0

EndScene
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Display bunny.exr exr

Resolution 512 512

PixelSampler NROOKS 10

PixelFilter TRIANGLE 2 2

Pinhole 278 273 -800 278 273 -799 0 1 0 -0.0125 0.0125 -0.0125 0.0125 0.035

Background 0 0 0

BeginScene PATHTRACER

# Floor

Lambert 0.75 0.75 0.75

Triangle 552.8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 552.8 0.0 559.2

Triangle 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 559.2 552.8 0.0 559.2

# Ceiling

Triangle 552.8 548.8 0.0 552.8 548.8 559.2 0.0 548.8 0.0

Triangle 0.0 548.8 0.0 552.8 548.8 559.2 0.0 548.8 559.2

# Back wall

Triangle 552.8 0.0 559.2 0.0 0.0 559.2 0.0 548.8 559.2

Triangle 552.8 0.0 559.2 0.0 548.8 559.2 552.8 548.8 559.2

# Left wall (Red)

Lambert 0.6 0.05 0.05

Triangle 552.8 0.0 0.0 552.8 0.0 559.2 552.8 548.8 559.2

Triangle 552.8 0.0 0.0 552.8 548.8 559.2 552.8 548.8 0.0

# Right wall (Green)

Lambert 0.1 0.4 0.1

Triangle 0.0 0.0 559.2 0.0 0.0 0.0 0.0 552.8 0.0

Triangle 0.0 0.0 559.2 0.0 552.8 0.0 0.0 552.8 559.2

# Stanford Bunny

Phong 0.1 0.1 0.1 0.75 0.75 0.75 50

PushTransform

Translate 200 0 300

Scale 2000 2000 2000

Rotate 180 0 1 0



Apêndice B. Exemplos de Descrição de Cena 85

Translate 0 -0.0329874 0

Mesh "bunny.ply"

PopTransform

# Light

DiffuseEmitter 1 1 1

Triangle 343.0 548.5 227.0 343.0 548.5 332.0 213.0 548.5 227.0

Triangle 213.0 548.5 227.0 343.0 548.5 332.0 213.0 548.5 332.0

EndScene
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