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Objetivo:
- Edicdo de malhas com a eq. de Poisson como base tedrica.
Estratégia:

-A geometria da malha € modificada através da manipulacao
do gradiente de campos escalares.



Trabalhos Relacionados e Base Matematica:

“Discrete Multiscale Vector Field Decomposition “
Yiying Tong  Santiago Lombeyda  Anil N. Hirani  Mathieu Desbrun

- Analise de campos vetoriais 3d discretos em malhas
arbitrarias de tetraedros.

-A abordagem discreta permite uma decomposi¢ao do
campo analoga ao caso em que o campo vetorial € suave



Decomposi¢cdo para campos vetoriais suaves
(Helmholtz-Hodge):

-para campos vetoriais suaves existe uma decomposi¢ao
unica em uma regiao T satistazendo as propriedades:

E=Vu+Vxv+h
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onde u € um campo escalar e v € h sdo campos vetoriais,
Temos ainda:

Vx(Vu) =0, V-h=0
V. (Vxv) =0, Vxh = 0.



Precisamos estender essa definicao de campos suaves
para campos definidos em regides discretas do espago.

-Campos Vetoriais Discretos:

Assumiremos que o campo vetorial discreto tem a
seguinte propriedade: dentro de um tetraedro Tk do
dominio o campo assume valor constante e €
representado por um vetor Ek.



Campos Potenciais Discretos:

Precisamos definir dois campos (um escalar € um vetorial
u e v tais que os respectivos gradiente e rotacional desses
campos representem as componente do campo vetorial
discreto &.

E natural definirmos esses campos como sendo definidos
nos vértices do tetraedro e linearmente interpolados dentro
do mesmo.



Definimos portanto que o campo escalar u pode ser
escrito como:

u(r) =) ¢i(r) ui

onde as func¢oes da base ¢i sdo linear por partes €
assumem valores 1 no vértice 1 € 0 em todos os outros
vértices e ui € o valor do campo no vértice 1.



Definimos o campo vetorial & como:

E(r)=) Ck(r) &

onde Ck € a funcao base constante por partes € vale 1 no
interior do tetraedro k e O em todos os tetraedros do dominio.

Temos portanto que o campo vetorial € vale &k dentro do
tetraedro k.



Podemos garantir entao que dado dois campos vetoriais
¢ e h e dois campos u e v conforme previamente
definidos podemos decompor o campo vetorial & com
uma decomposic¢ao do tipo Helmholtz-Hodge.



Queremos achar o potencial escalar u tal que o seu
gradiente representa a parte livre de rotacional do
campo vetorial original.

Obtemos esse potencial minimizando o funcional:

T :
i) = ;/ (Viu—£&)2 dv
T

onde para cada i temos dF(u)/ dui = 0 o que equivale
a seguinte equacao:

Vi, / Vb; - Vu .f.ﬂf’:/ Vo, £ dV.
T T



Para acharmos o potencial podemos reescrever essa
equacdo em cada vértice como uma soma em torno
dos vértices vizinhos uma vez que o gradiente de @ik
vale zero se estivermos em um tetaedro diferente de k:
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0 que nos leva a definir a versao discreta para o
divergente de um campo vetorial em um vértice qualquer.



Para um campo vetorial discreto w € um vértice Xi
definimos:

(Divw)(x;)) = Y Vo -wlT.
T = N (i)

0 que nos permite escrever a versao discreta da equacao
de Poisson:

Div(Vu) = Div €.



Podemos notar que no caso suave temos a mesma equacao
com 0s respectivos operadores div.

Podemos também facilmente visualisarmos a interpretacao
fisica do divergente no caso discreto uma vez que o gradiente

de ¢i € sempre ortogonal a face oposta ao vertice Xi .

Voltando ao problema original...



Framework para a edi¢ao de malhas:

Para aplicarmos a equac¢ao de Poisson discreta no
processamento de malhas precisamos considerar as
3 coordenadas da malha como sendo 3 campos
escalares definiddos em uma parametrizacao
(mesma topologia e corespondéncia de vértices).

ex:
X@) = ) 0i@) X (vi)



Utilizamos a eq de Poisson com o proposito de calcularmos
os vértices de uma dada malha cuja geometria €
desconhecida mas com a topologia conhecida.

Para obtermos a posi¢ao dos vértices a eq. de Poisson
requer um campo vetorial guia defindo na malha
parametrizada para cada uma das coordenadas: &x, &y, &z.



Uma vez introduzidos esses campos vetoriais guias na
parametrizacao o seu divergente pode ser calculado em um
vértice Xi como vimos previamente. Tendo o valor desse
divergente calculado em todos os vértices da parametrizacio
podemos obter simultaneamente uma coordenada especifica
para cada vértice.

div (&x) (xi) = di1v (grad X) (xi)

O processo € entdo repetido 3 vezes para acharmos as 3 coord.
dos vértices.



Edicdo Utilizando Transtformagdes Locais

A técnica de edicdo consiste em aplicarmos transformagoes
locais em um triangulo obtendo assim 3 novos vetores
gradientes (grad X, grad Y, grad Z) que introduzem novos
campos vetoriais na malha . Notamos que as 3 posi¢coes dos
vértices sao alteradas simultaneamente para uma dada
transformacaio.



Essa transformacao define entdo novos campos escalares
na parametriza¢cao € notamos que como cada
transformacado pode ser diferente os triangulos da malha
transformada podem perder conectividade.

Para reconstruirmos a malha a partir desses novos campos
vetoriais devemos considera-los como os campos vetoriais
guias da eq. de Poisson.



Dada uma parametrizacao e 3 campos vetoriais
guias, 0os modelo de resolucao da equacao de Poisson
descrito anteriormente nos permite reconstruir a nova
malha garantindo a conectividade dos vértices.

Resolver a equacdo de Poisson nesse caso € intuitivamente
analogo a colar os triangulos desconectados da malha
modificada pelas transformacoes locais (com triangulos
desconectados).



(k)

parametrizagao e triangulo da malha






